
Óñëîâèÿ

Çàäà÷à 1. Â ïåðâîì àêòå

Àíòîí Ïàâëîâè÷ ×åõîâ îäíàæäû çàìåòèë, ÷òî âèñÿùåå íà ñòåíå
ðóæü¼ ìîæíî ìîäåëèðîâàòü îäíîðîäíûì ñòåðæíåì äëèíû l, íà êîí-
öàõ êîòîðîãî çàêðåïëåíà âåð¼âêà äëèíû L > l. Âåð¼âêà ïåðåêèíóòà
÷åðåç çàáèòûé â ñòåíó ãëàäêèé ãâîçäü. Íàéäèòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ ñèñòåìû è èññëåäóéòå èõ íà óñòîé÷èâîñòü.

Çàäà÷à 2. À ìîæåò áûòü, ïëàíåòà?

Æèòåëè ïëàñòèëèíîâîé ïëàíåòû Maximus îñîçíàëè, ÷òî ïðèøëî
âðåìÿ èííîâàöèîííûõ ïåðåìåí. Îíè ïëàíèðóþò èçìåíèòü ôîðìó ñâî-
åé ïëàíåòû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â îïðåäåë¼ííîé òî÷êå ïîâåðõíî-
ñòè � â ñòîëèöå � ãðàâèòàöèîííîå ïîëå áûëî êàê ìîæíî áîëüøå.
Îïðåäåëèòå ôîðìó èõ íîâîé ïëàíåòû, à òàêæå âî ñêîëüêî ðàç âîç-
ðàñò¼ò ãðàâèòàöèîííîå ïîëå â ñòîëèöå ïîñëå äîðîãîñòîÿùèõ èííî-
âàöèé. Ñ÷èòàéòå, ÷òî ñòàðûé Maximus áûë ñäåëàí èç íåñæèìàåìîãî
ïëàñòèëèíà ïëîòíîñòüþ ρ è èìåë ôîðìó øàðà ñ ðàäèóñîì R.

Çàäà÷à 3. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé íà íåèçâåñòíûå ôóíêöèè a(x), b(x),
c(x) íà îòðåçêå 0 6 x 6 1.

a′ + x2b′ = x(c+ b− 4),

a′ − c′ = 2x(2a− c+ 1),

2a′ − (1− x2)b′ = x(c− b− 4),

b′ − c′ = 4xb.

Íàéäèòå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëî-
âèÿì a(0) = 2, b(0) = 1, è îïðåäåëèòå çíà÷åíèÿ a(1), b(1), c(1) ñ àáñî-
ëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé 0,001.

Çàäà÷à 4. Èçâîðîòëèâûé êâàäðàò

Íåêòî âçÿë êâàäðàò ñî ñòîðîíîé a è ìàññîé M è ïðèáèë ãâîçä¼ì
÷åðåç ñåðåäèíó ê âåðòèêàëüíîé ñòåíå, ñòîÿùåé íàä ïðîïàñòüþ, òàê
÷òî äâå ñòîðîíû êâàäðàòà îêàçàëèñü ñòðîãî âåðòèêàëüíû. Íà âåðõ-
íþþ ñòîðîíó êâàäðàòà â òî÷íîñòè íàä ãâîçä¼ì ïîëîæèë òî÷êó ìàññû
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m è ìàëûì èìïóëüñîì âûâåë òî÷êó èç ðàâíîâåñèÿ, òàê ÷òî îíà ïî-
åõàëà ïî ñòîðîíå êâàäðàòà. Ñ÷èòàÿ, ÷òî âñ¼ àáñîëþòíî ãëàäêîå: äàæå
ðæàâûé ãâîçäü, äåðåâÿííàÿ ñòåíêà, îäíîðîäíûé êâàäðàò è ìàëåíü-
êàÿ òî÷êà, íàéäèòå ñ àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íå áîëåå 10−4 ïðè
êàêîì ñîîòíîøåíèè ìàññ µ = m/M ýòà òî÷êà óñïååò äîñòè÷ü âåðøè-
íû êâàäðàòà, ïðåæäå ÷åì ñãèíóòü â ïðîïàñòè.

Çàäà÷à 5. Òèøå åäåøü � äàëüøå áóäåøü

Êîñìè÷åñêèé êîðàáëü âûâåäåí íà ãåîñòàöèîíàðíóþ îðáèòó Çåìëè.
Â íåêîòîðûé ìîìåíò êàïèòàí êîðàáëÿ âêëþ÷àåò èîííûé äâèãàòåëü,
òÿãà êîòîðîãî âî âñ¼ äàëüíåéøåå âðåìÿ äâèæåíèÿ ñîíàïðàâëåíà ñî
ñêîðîñòüþ êîðàáëÿ, ïîñòîÿííà ïî ìîäóëþ è ïîçâîëÿåò êîðàáëþ ðàç-
âèâàòü óñêîðåíèå ðàâíîå a = 0,5 ìì/ñ2. Ñ÷èòàÿ ãðàâèòàöèîííîå ïîëå
Çåìëè öåíòðàëüíûì, ìàññó êîðàáëÿ ñîñðåäîòî÷åííîé â åãî öåíòðå
ìàññ, è ïðåíåáðåãàÿ äåéñòâèåì èíûõ ñèë, êðîìå òÿãè äâèãàòåëÿ è
ãðàâèòàöèè, à òàêæå ðàñõîäîì ìàññû:

1. Êà÷åñòâåííî îïèøèòå äàëüíåéøóþ òðàåêòîðèþ êîðàáëÿ;

2. Íàéäèòå ìèíèìàëüíóþ ñêîðîñòü umin êîðàáëÿ çà âñ¼ âðåìÿ åãî
äâèæåíèÿ;

3. Ðàññ÷èòàéòå, íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò Çåìëè è ÷åðåç êàêîå âðåìÿ
êîðàáëü äîñòèãíåò ïàðàáîëè÷åñêîé ñêîðîñòè, êàêîâà ïðè ýòîì
áóäåò ñêîðîñòü êîðàáëÿ?

Ïåðèîä îáðàùåíèÿ Çåìëè âîêðóã ñâîåé îñè T = 86 164 ñ, ãåîöåíòðè-
÷åñêàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ Γ = γMÇ = 398,6005 · 1012 ì3/ñ2.
Îòâåòû äîëæíû áûòü ïðèâåäåíû ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ íå
áîëåå 0,1 %.

Çàäà÷à 6. Ýôôåêò äîìèíî

l

hd

Ðèñ. 1

Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âîëíû â ýôôåêòå äîìèíî. Âûñîòà
êîñòÿøêè äîìèíî h = 50 ìì, òîëùèíà
d = 8 ìì, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîñòÿø-
êàìè l = 35 ìì (ðèñ. 1). Êîñòÿøêè íå
ïðîñêàëüçûâàþò ïî ïîâåðõíîñòè, òðåíèå
ìåæäó êîñòÿøêàìè îòñóòñòâóåò, à óäàðû
ìåæäó êîñòÿøêàìè àáñîëþòíî íåóïðó-
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ãèå. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 9,8 ì/ñ2. Ïîãðåøíîñòü îòâåòà
íå äîëæíà ïðåâûøàòü 0,1%.

Çàäà÷à 7. Ïðèøëà âåñíà
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Ðèñ. 2

Ïðèøëà âåñíà, è íàêîíåö-òî íà÷àë
òàÿòü ñíåã. Â îäíîì íåáîëüøîì ãîðîäå
íà ðåêå íàõîäèòñÿ ïëîòèíà K. Äî ïëî-
òèíû ðåêà ðàçâåòâëÿåòñÿ (ðèñ. 2). Âåçäå
â òî÷êàõ A, B, D, E íàõîäÿòñÿ ãîðû ñî
ñíåæíûìè âåðøèíàìè. Èçâåñòíî, ÷òî íà
êàæäîé ãîðå òàåò ñíåã òàê, ÷òî óðîâåíü
âîäû h íà AC, BC, DF è EF ïîñòîÿíåí
è ðàâåí h1 = 18 ì. Äëèíà ó÷àñòêîâ ðåêè
óêàçàíû íà ðèñóíêå, L = 1 êì. Ïåðåïàäû
âûñîò ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè âåçäå îäèíàêîâû è ðàâíû H = 5 ì.
Øèðèíà êàæäîãî ó÷àñòêà ðåêè b = 100 ì.

1. Íóæíî ëè ýâàêóèðîâàòü æèòåëåé ãîðîäà æèâóùèõ ðÿäîì ñ ïëî-
òèíîé, åñëè ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ïëîòèíû ïîñòîÿííà è ðàâíà
q0 = 7 · 104 êã/ñ?

2. Íàõîä÷èâûå æèòåëè ñäåëàëè ïåðåä ïëîòèíîé ïðÿìîóãîëüíûé
ðåçåðâóàð. Ïëîùàäü åãî äíà S = 104 ì2, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîá-
íîñòü ïëîòèíû çàâèñèò îò âûñîòû âîäû â ðåçåðâóàðå:

q(h) = q0 exp

(
h2

h2max

)
,

à ïëîòèíà ñïîñîáíà âûäåðæàòü óðîâåíü æèäêîñòè äî hmax =
40 ì. ×åðåç êàêîå âðåìÿ âîäà ïåðåëü¼òñÿ ÷åðåç ïëîòèíó, åñëè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â ðåçåðâóàðå íå áûëî âîäû? Ïðèâå-
äèòå îòâåò ñ ïîãðåøíîñòüþ íå áîëåå 0,1%.

Óêàçàíèå. Ñ÷èòàéòå âîäó â ðåêå íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ ñ âÿçêî-
ñòüþ µ = 100 ì2/ñ è íå ñîäåðæàùåé ïðèìåñåé. Äâèæåíèå íà îòäåëü-
íîì ó÷àñòêå ðåêè ñ÷èòàéòå îäíîìåðíûì è ñòàöèîíàðíûì. Óñêîðåíèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 9,8 ì/c2.
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Ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Â ïåðâîì àêòå

h
r

C

O

Ðèñ. 3

Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ìîìåíò ñè-
ëû òÿæåñòè ðóæüÿ îòíîñèòåëüíî ãâîçäÿ
ðàâåí íóëþ, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî öåíòð ìàññ
ðóæüÿ O ðàñïîëàãàåòñÿ ïîä ãâîçä¼ì C, à
âûñîòà h = |OC| = r (ðèñ. 3).

Ïåðåéä¼ì â ñèñòåìó îòñ÷¼òà æ¼ñòêî
ñâÿçàííóþ ñ ðóæü¼ì. Â ýòîé ñèñòåìå îò-
ñ÷¼òà ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî âîçìîæíûõ
ïîëîæåíèé ãâîçäÿ � ýëëèïñ � ãåîìåòðè-
÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ñîõðàíÿþùèõ ñóììó
ðàññòîÿíèé äî êîíöîâ ðóæüÿ (ðèñ. 4).

Ïîñêîëüêó ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû U = mgh = mgr ëè-
íåéíî çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ r, òî ïîëîæåíèÿì ãâîçäÿ ñ ïîñòîÿííîé
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü îêðóæíîñòè.

r

O

C

C1

C2

Ðèñ. 4

Â ðåçóëüòàòå, ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
áóäóò â òî÷êàõ êàñàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêî-
ãî ìåñòà âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé òî÷åê
ãâîçäÿ ñ ýêâèïîòåíöèàëüíûìè êðèâû-
ìè. Ïðè÷¼ì âíóòðåííåå êàñàíèå C1 áó-
äåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåóñòîé÷èâîìó ïî-
ëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ, à âíåøíåå C2 �
óñòîé÷èâîìó. Ýòî ìîæíî óâèäåòü, çàìå-
òèâ, ÷òî òî÷êè ýëëèïñà ìîãóò áûòü çàäà-
íû êîîðäèíàòàìè ~r = (a cosϕ, b sinϕ), à
çíà÷èò, â óñòîé÷èâîì ðàâíîâåñèè ó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè åñòü ñòðî-
ãèé ìèíèìóì, à â íåóñòîé÷èâîì � ñòðîãèé ìàêñèìóì.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì, ÷òî ðóæü¼ áóäåò íàõîäèòüñÿ â óñòîé÷èâîì
ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, êîãäà îíî áóäåò âåðòèêàëüíî ðàñïîëàãàòüñÿ
ïîä ãâîçä¼ì. Ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïîëîæåíèå ðóæüÿ � íåóñòîé÷èâîå
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.

Çàäà÷à 2. À ìîæåò áûòü, ïëàíåòà?

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íàøëè îïòèìàëüíóþ ôîðìó ïëàíåòû. Îáî-
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çíà÷èì ñòîëèöó êàê òî÷êó A. Îñü x íàïðàâèì âäîëü ïîëÿ â ýòîé òî÷-
êå. Ìàëåíüêèé êóñî÷åê ïëàñòèëèíà δm íà ôèêñèðîâàííîì ðàññòîÿ-
íèè r îò A áóäåò âíîñèòü áîëüøèé âêëàä, åñëè îí ðàñïëîæåí áëèæå ê
ïðÿìîé x (áîëüøå âåëè÷èíà ïðîåêöèè). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôîðìà
äîëæíà áûòü ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ âîêðóã ïðÿìîé x
è â ïëàíåòå íå áóäåò ïîëîñòåé.

A
ϕ1

ϕ2

r1

r2

x

Ðèñ. 5

Ñíîâà ðàññìîòðèì äâà ìàëåíüêèõ êó-
ñî÷êà ïëàñòèëèíà δm, íî òåïåðü â ïðî-
èçâîëüíûõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 5).
Êàæäûé èç íèõ äà¼ò âêëàä â êîíå÷íîå
ïîëå, ñîîòâåòñâåííî

δf1 =
δm

r21
cosϕ1,

δf2 =
δm

r22
cosϕ2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f1 > f2, òîãäà åñëè
ïåðåìåñòèòü âòîðîé êóñî÷åê ê ïåðâîìó,
òî ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå âîçðàñòåò, à ýòî
çíà÷èò, ÷òî òàêàÿ ôîðìà íå îïòèìàëü-
íà1. Àíàëîãè÷íî, åñëè f2 > f1. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî â ¾ïðàâèëü-
íîé¿ ôîðìå f1 = f2, è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà èñêîìóþ ïîâåðõíîñòü:

cosϕ

r2
= const =

1

S
.

Îñòàëîñü îïðåäåëèòü êîíñòàíòó S èç ñîõðàíåíèÿ îáú¼ìà ïëàñòè-
ëèíà. Äëÿ ýòîãî ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü äèñêè òîëùèíîé dx è ðà-
äèóñà a = r sinϕ âäîëü îñè x. Òàê êàê x = r cosϕ = r3/S, òî:

a2 = r2 sin2 ϕ = r2 − x2 = (xS)2/3 − x2.
1Îòêëîíåíèå ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëÿ îò îñè x âíîñèò èçìåíåíèå âòîðîãî ïîðÿä�

êà ïî δm.
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Ñàì îáú¼ì:

V =
4π

3
R3 =

√
S∫

0

π
(

(xS)2/3 − x2
)
dx =

4π

15
S3/2,

S = 52/3R2.

Íà ðèñóíêå 6 ïîêàçàíà íîâàÿ ôîðìà ïëàíåòû ïðè R = 1.

1

1

2

−1

Ðèñ. 6

×òîáû âû÷èñëèòü ãðàâèòàöèîííîå
ïîëå â ñòîëèöå, ðàçîáü¼ì ïëàíåòó íà
ñëîè r2/ cosϕ = s = const. Ìàññà òàêî-
ãî ñëîÿ dm:

dm = ρ dV = ρ
2π

5

√
s ds,

à âñå òî÷êè ñëîÿ äàþò îäèíàêîâûé âêëàä
â ïðîåêöèþ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â òî÷-
êå A, ðàâíûé δm/s. Òàêèì îáðàçîì:

f ′ =

S∫
0

ρ
2π

5
√
s
ds = ρ

4π

5

√
S = ρ

4π

52/3
R.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ó ñôåðè÷åñêîé ïëàíåòû ïîëå íà ïîâåðõ-
íîñòè f0 = 4πρR/3, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëå äîðîãîñòîÿùèõ èííîâàöèîí-
íûõ èçìåíåíèé ãðàâèòàöèîííîå ïîëå â ñòîëèöå óâåëè÷èëîñü â

f ′

f0
=

3

52/3
= 1,026 ðàç, èëè íà 2,6%.

Çàäà÷à 3. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

Äàííóþ ñèñòåìó, ââèäó å¼ ïðîñòîòû, ìîæíî ðåøèòü ìíîãèìè ñïî-
ñîáàìè. Ìû èçëîæèì ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé àíàëèòè÷åñêè íàéòè ðå-
øåíèå (åñëè îíî ñóùåñòâóåò!) ëþáîé ïåðåîïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.
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Çàïèøåì ñèñòåìó â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ:

A
(
a′ b′ c′

)T
= Y, (1)

ãäå

A =


1 x2 0
1 0 −1
2 x2 − 1 0
0 1 −1

 , Y =


x(b+ c− 4)

2x(2a− c+ 1)
x(c− b− 4)

4xb

 .

Ïðàâàÿ ÷àñòü Y íå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûõ íåèçâåñòíûõ ôóíöèé. Òàê
êàê rangA = 3, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) íåîáõîäèìî,
÷òîáû ðàíã ìàòðèöû

(
A|Y

)
òàêæå áûë ðàâåí 3, òî åñòü ýòà ìàòðèöà

áûëà âûðîæäåíà. Çíà÷èò:

det
(
A|Y

)
= 0.

Ðàñêðûâàÿ äåòåðìèíàíò, ïîëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå íà
íåèçâåñòíûå ôóíêöèè:

c = 2a− b+ 1.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â èñõîäíóþ ñèñòåìó, ïîëó÷èì

a′ + x2b′ = x(2a− 3), (2)

b′ − a′ = 2xb, (3)

2a′ − (1− x2)b′ = x(2a− 2b− 3). (4)

×åòâ¼ðòîå óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñî âòîðûì, åãî íå ïèøåì. Òàêèì îá-
ðàçîì ìû ñâåëè ñèñòåìó 4 óðàâíåíèé íà 3 ôóíêöèè ê ñèñòåìå 3 óðàâ-
íåíèé íà 2 ôóíêöèè. Â îáùåì ñëó÷àå, ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ
÷èñëî óðàâíåíèé, òàê ìîæíî ðåøèòü ëþáóþ ïåðåîïðåäåëåííóþ ñè-
ñòåìó.

Ïûòàÿñü äåéñòâîâàòü àíàëîãè÷íî ñ ñèñòåìîé (2�4), ìû ïîëó÷èì
òîæäåñòâååíî íóëåâîé äåòåðìèíàíò. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñèñòåìà (2�4)
âûðîæäåíà. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå (2) ðàâíî ñóììå (3) è (4). Òàê
÷òî óðàâíåíèå (4) ìîæíî îïóñòèòü, è ìû ïîëó÷àåì îáûêíîâåííóþ
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(íå ïåðåîïðåä¼ëåííóþ!) ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà
ôóíêöèè a, b. Ðåøàÿ å¼ ÷èñëåííî ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ-
ìè, ïîëó÷àåì îòâåò:

a(1) = 1,759, b(1) = 2,538, c(1) = 2a(1)− b(1) + 1 = 1,981.

Çàäà÷à 4. Èçâîðîòëèâûé êâàäðàò

x

y

ξ

ξ

η

ma ϕ

Ðèñ. 7

Ââåä¼ì íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîð-
äèíàò, íàðèñîâàííóþ íà ñòåíå, ñ îñÿìè
x è y è ñèñòåìó êîîðäèíàò, íàðèñîâàí-
íóþ íà êâàäðàòå ñ îñÿìè ξ è η (òîæå
ñàìîå, íî ïî-ãðå÷åñêè). Äàëüøå íàðè-
ñóåì îáîáùåííûå êîîðäèíàòû ξ ϕ â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ðèñóíêîì è çàïèøåì êè-
íåòè÷åñêóþ è ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèè:

T =
1

12
Ma2ϕ̇2 +

1

2
m

[(a
2
ϕ̇+ ξ̇

)2
+ ξ2ϕ̇2

]
,

Π = mg
(a

2
cosϕ− ξ sinϕ

)
.

Äàëüøå ïðèãîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà:

Ma2

6
ϕ̈+

ma

2

(a
2
ϕ̈+ ξ̈

)
+ 2mξξ̇ϕ̇+mξ2ϕ̈− mga

2
sinϕ−mgξ cosϕ = 0,

m
(a

2
ϕ̈+ ξ̈

)
−mξϕ̇2 −mg sinϕ = 0.

Ââåä¼ì áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð µ = m/M , áåçðàçìåðíóþ êîîð-
äèíàòó ε = ξ/a è áåçðàçìåðíîå âðåìÿ τ = t

√
g/a. Âûðàçèì âòîðûå

ïðîèçâîäíûå:

ϕ̈ =
3µε

1 + 6µε2
(
2 cosϕ− ϕ̇2 − 4ε̇ϕ̇

)
,

ε̈ = εϕ̇2 + sinϕ− 3µε

2(1 + 6µε2)

(
2 cosϕ− ϕ̇2 − 4ε̇ϕ̇

)
.

8



Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ñèñòåìû íå çàâèñÿò
îò ñòîðîíû êâàäðàòà. È, çàäàâàÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ, ìîæíî ÷èñ-
ëåííî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ.

Íàéä¼ì óñëîâèÿ îòðûâà òî÷êè. Îïðåäåëèì âñå ñèëû, äåéñòâóþ-
ùèå íà òî÷êó ìàññû m â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ξη. Ñèëà ðåàêöèè
êâàäðàòà Tη, ïîêà ïî íåìó åäåò òî÷êà, äîëæíà êîìïåíñèðîâàòü äðó-
ãèå ñèëû: ñèëó òÿãîòåíèÿ, ïåðåíîñíóþ è êîðèîëèñîâó ñèëû èíåðöèè:

Tη = m
(
g cosϕ− a

2
ϕ̇2 − ξϕ̈− 2ϕ̇ξ̇

)
,

ãäå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ ïî èñõîäíîìó âðåìåíè è ïîêà âñ¼ ðàçìåð-
íîå. Ïåðåõîä íà íîâîå âðåìÿ τ , êîîðäèíàòó ε è îïóñêàíèå ìàññû m
ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèþ:

Tη = cosϕ− 1

2
ϕ̇2 − εϕ̈− 2ϕ̇ε̇.

Êîãäà Tη ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé, òî÷êà îòðûâàåòñÿ îò êâàäðàòà
è ñâîáîäíî ïàäàåò â ïðîïàñòü. Ïðè÷¼ì ïðîèñõîäèò ýòî òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà Tη ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé ïðè ε < 1/2, òàê êàê
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êà ñðûâàåòñÿ ñ êâàäðàòà, äîñêîëüçèâ äî åãî
âåðøèíû.

×òîáû ïðåäîòâðàòèòü òàêîå ïå÷àëüíîå ñîáûòèå íóæíî, ïîäáèðàÿ
çíà÷åíèå µ, äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû îòðûâ ïðîèñõîäèë â òî÷íîñòè ïðè
ε = 1/2. Äëÿ ýòîãî ìîæíî, íàïðèìåð, ÷èñëåííî ðåøèòü óðàâíåíèå

Tη|ε=1/2(µ) = 0,

ïðè ýòîì ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ìîæíî ïðîâîäèòü ïðè íóëåâûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ êðîìå ϕ̇0, êîòîðîå ìîæíî âûáèðàòü äîñòàòî÷íî
ìàëûì: ϕ̇0 = 10−6. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì, ÷òî ïðè ñîîòíîøåíèè ìàññ
µ < 0,3396 òî÷êà óñïååò äîñòè÷ü âåðøèíû êâàäðàòà.

Çàäà÷à 5. Òèøå åäåøü � äàëüøå áóäåøü

Îïðåäåëèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Ñïóòíèê, íà-
õîäÿùèéñÿ íà ãåîñòàöèîíàðíîé îðáèòå, íåïîäâèæåí îòíîñèòåëüíî âðà-
ùàþùåéñÿ Çåìëè, ïîýòîìó åãî îðáèòà íàõîäèòñÿ â ýêâàòîðèàëüíîé
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ïëîñêîñòè, à ðàäèóñ ýòîé îðáèòû îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

r0 =

(
T

2π

√
Γ

)2/3

= 42,164 · 106 ì.

Ãðàâèòàöèîííîå óñêîðåíèå íà âûñîòå íà÷àëüíîé îðáèòû ñîñòàâ-
ëÿåò

g =
Γ

r20
= 0,2242 ì/ñ2.

Ïóñòü r � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ïðèòÿæåíèÿ äî êîñìè÷åñêîãî êî-
ðàáëÿ, u � ñêîðîñòü êîðàáëÿ, F � âåêòîð òÿãè, êîëëèíåàðíûé âåê-
òîðó ñêîðîñòè, óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè r è u îáîçíà÷èì α.

Ââåä¼ì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå:

v =
u√
gr0

, ρ =
r

r0
, τ =

√
g

r0
t,

è áåçðàçìåðíóþ âåëè÷èíó ðåàêòèâíîãî óñêîðåíèÿ:

f =
F

g
=
a

g
.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïåðåìåííûõ v, ρ, α ïðèìóò âèä:

dv

dτ
= f − cosα

ρ2
,

dρ

dτ
= v cosα,

d

dτ
cosα =

sin2 α

ρv

(
v2 − 1

ρ

)
.

Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé � óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè íà
êàñàòåëüíóþ ê îðáèòå, ãäå f � óñêîðåíèå âñëåäñòâèå òÿãè, à âòîðîé
÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè � ïðîåêöèÿ ñèëû òÿãîòåíèÿ. Âòîðîå óðàâíå-
íèå îïèñûâàåò èçìåíåíèå ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè êîðàá-
ëÿ. Òðåòüå óðàâíåíèå � óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ïðîåêöèè íà íîðìàëü
ê òðàåêòîðèè.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëíîãî îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèè ñëåäóåò âû-
ïèñàòü óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå ïîëÿðíîãî óãëà:

d

dτ
(ρ2ϕ̇) = fρ sinα.
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Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî îòäåëüíî, åñëè èç-
âåñòíî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé íà v, ρ, α. Âïðî÷åì, â óñëîâèÿõ
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èíòåãðèðîâàòü ýòî óðàâíåíèå íå íóæíî.

Äëÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà òðàåêòîðèè âûïèøåì áåçðàçìåðíóþ
ìåõàíè÷åñêóþ ýíåðãèþ äâèæåíèÿ

h =
v2

2
− 1

ρ
.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ýòî òîæäåñòâî ïî τ è ïîäñòàâèâ â ðåçóëüòàò
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ v̇ è ρ̇, ïîëó÷èì:

dh

dτ
= fv.

ßñíî, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ óñêîðåíèÿ f íà îäíîì âèòêå òðà-
åêòîðèÿ áóäåò ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò êðóãîâîé îðáèòû, êîòîðàÿ ïîëó-
÷èëàñü áû ïðè f = 0. Íî â ñèëó ìîíîòîííîãî óâåëè÷åíèÿ ýíåðãèè
(à ñëåäîâàòåëüíî è áîëüøîé ïîëóîñè ðåçóëüòèðóþùåé êåïëåðîâñêîé
îðáèòû), íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêå êîðàáëü äâèæåòñÿ âîêðóã Çåìëè ïî
ðàñêðó÷èâàþùåéñÿ ñïèðàëè.

Íà÷àëüíàÿ îðáèòà ïî óñëîâèþ âûáðàíà êðóãîâîé, à f � ìàëî. Åñ-
ëè òðàåêòîðèÿ ïðèáëèæ¼ííî ÿâëÿåòñÿ êåïëåðîâîé êðóãîâîé îðáèòîé,
òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî:

v2 =
1

ρ
, îòêóäà h =

v2

2
− 1

ρ
= −v

2

2
, è çíà÷èò

dv

dτ
= −f.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ê ñïóò-
íèêó ïðèëîæåíà ñèëà, ñîíàïðàâëåííàÿ ñ âåêòîðîì åãî ñêîðîñòè, ýòà
ñêîðîñòü (â ñðåäíåì) áóäåò óìåíüøàòüñÿ. Óìåíüøåíèå â ñðåäíåì ñêî-
ðîñòè ñïóòíèêà áóäåò ïðîèñõîäèòü, ïîêà åãî ýíåðãèÿ h < 0. Â ñèëó
ìîíîòîííîãî óâåëè÷åíèÿ h ýíåðãèÿ îáÿçàòåëüíî äîñòèãíåò íóëåâîãî
çíà÷åíèÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ è áóäåò ïðîäîëæàòü óâåëè÷èâàòüñÿ. Îä-
íàêî ïðè h > 0 èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñëåäóåò

d

dτ
cosα =

sin2 α

ρv
(
v2

2
+ h),
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à çíà÷èò ìîíîòîííîå óâåëè÷åíèå cosα. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ ïîëó÷èì íåîãðàíè÷åííûé ðîñò ρ, à èç ïåðâîãî:

dv

dτ
= f > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè h < 0 ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñïóòíèêà â ñðåä-
íåì óìåíüøàåòñÿ, à ïðè h > 0 óâåëè÷èâàåòñÿ. Èñêîìûé àáñîëþòíûé
ìèíèìóì ñêîðîñòè ñëåäóåò èñêàòü â îêðåñòíîñòè h = 0. Òàêèì îáðà-
çîì ïðè h < 0 ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñïóòíèêà â ñðåäíåì óìåíüøàåòñÿ,
à ïðè h > 0 óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïðè h = 0 êîðàáëü äîñòèãàåò ïàðàáî-
ëè÷åñêîé ñêîðîñòè è âûõîäèò íà êîíå÷íûé ó÷àñòîê òðàåêòîðèè �
ïëàâíóþ äóãó, óæå íå çàêðó÷èâàþùóþñÿ ïî ñïèðàëè âîêðóã Çåìëè.
Äàëåå êîðàáëü, íàáèðàÿ âñå áîëüøóþ ýíåðãèþ ïðîäîëæàåò óäàëÿòüñÿ
îò Çåìëè.

100 200 300 400 500 600

1

0,5

−0,5

τ

v(τ)

h(τ)

Ðèñ. 8

Íà ðèñóíêå 8 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè v(τ) è h(τ), ïîëó-
÷åííûå â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ v(0) = 1, ρ(0) = 1, cosα = 0, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êðóãîâîé îðáèòå.

Íà âû÷èñëåííîé òðàåêòîðèè ìèíèìóì áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè vmin

(ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðàáîëè÷åñêîé ñêîðîñòè) è ñîîòâåòñòâóþùèå áåç-
ðàçìåðíîå ðàññòîÿíèå ρmin è âðåìÿ τmin ðàâíû:

vmin = 0,32458, ρmin = 15,653, τmin = 354,3.
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Ïåðåõîäÿ ê ðàçìåðíûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì:

umin = 997,96 ì/c, rmin = 659,7 · 106 ì,

tmin = 4,857 · 106 ñ ≈ 56 ñóòîê.

Çàäà÷à 6. Ýôôåêò äîìèíî

ϕn−1ϕnϕn+1

pn

Ðèñ. 9

Îáåçðàçìåðèì çàäà÷ó:

m = 1, g = 1, h = 1,

ãäå m � ìàññà êîñòÿøêè.
Íàéä¼ì ñâÿçü ìåæäó óãëàìè:

ϕn+1 = ϕn + arcsin(l cosϕn − d).

Ââåä¼ì ôóíêöèþ Φn:
ϕn = Φn(ϕ0).

Äèôôåðåíöèðóÿ, íàõîäèì:

ωn+1 = ωn
cos(ϕn+1 − ϕn)− l sinϕn

cos(ϕn+1 − ϕn)
= ωn

bn(ϕ0)

an(ϕ0)
,

òàê êàê ôóíêöèè an è bn çàâèñÿò â îáùåì ñëó÷àå îò óãëà ïîâîðîòà
ïåðâîé êîñòÿøêè. Òàêæå ââåä¼ì äëÿ óäîáñòâà:

ωn = ω0

n−1∏
i=0

bi(ϕ0)

ai(ϕ0)
= rn(ϕ0)ω0.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ:

Tn =
I

2
ω2
n =

I

2
ω2
0r

2
n(ϕ0), ãäå I =

1 + d2

3
.

Ïîëíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, êàê ôóíêöèÿ óãëà è óãëîâîé ñêîðîñòè
ïåðâîé êîñòÿøêè:

T (ϕ0, ω0) =
∑

Tn =
Iω2

0

2

∞∑
n=0

r2n(ϕ0) =
Iω2

0

2
J(ϕ0).
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Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ:

Πn =
d

2
sinϕn +

1

2
cosϕn.

Ðàññìîòðèì èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè U(ϕ) = Π(ϕ) − Π(0)
ìåæäó ïîëîæåíèÿìè, êîãäà ïåðâàÿ êîñòÿøêà áûëà âåðòèêàëüíîé è
å¼ ïîëîæåíèåì ïðè óãëå ϕ:

U(ϕ) =
d

2

∞∑
n=0

(
sin Φn(ϕ)− sin Φn(0)

)
+

1

2

∞∑
n=0

(
cos Φn(ϕ)− cos Φn(0)

)
.

Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ ïðîë¼òà ïåðâîé êîñòÿøêè
îò âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ñðàçó ïîñëå óäàðà (ω0 = Ω0, ϕ0 = 0), äî
ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæåíèÿ (ω0 = ω, ϕ0 = ϕ).

IΩ2
0

2
J(0) = U(ϕ) +

Iω2

2
J(ϕ).

Âûðàçèâ ω, íàéä¼ì âðåìÿ ìåæäó óäàðàìè, êàê èíòåãðàë ïî óãëó:

t =

ϕc∫
0

dϕ

ω
=

ϕc∫
0

√
IJ(ϕ)

IΩ2
0J(0)− 2U(ϕ)

dϕ. (5)

Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ Ω0 ìîæíî ÷èñëåííî ïðîèíòåãðèðîâàòü ýòî
óðàâíåíèå. Íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü íàéä¼ì èç óäàðà.

Ïóñòü pn � èìïóëüñ, êîòîðûé ïåðåäàëà (n+1)-ÿ êîñòÿøêà n-é, Ω̃ �
ñêîðîñòè äî óäàðà, Ω � ñêîðîñòè ïîñëå óäàðà. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ
ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà äëÿ óäàðà:

IΩ0 = p0a0(0),

I(Ω1 − Ω̃1) = p1a1(0)− p0b0(0),

I(Ω2 − Ω̃2) = p2a2(0)− p1b1(0),

. . .

I(Ωn − Ω̃n) = pnan(0)− pn−1bn−1(0),

. . .
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Äîìíîæèì âòîðîå óðàâíåíèå íà a0(0)/b0(0) = r1(0), âòîðîå � íà r2(0)
è òàê äàëåå. Òàêæå ïðèáàâèì è îòíèìåì â ïåðâîì óðàâíåíèè ÷ëåí
IΩ̃0 = IΩ̃1/r1(0), ïîñëå ÷åãî ïðîñóììèðóåì âñå óðàâíåíèÿ:

IΩ̃0 + I
(

Ω0 + Ω1r1(0) + . . .
)
− I

(
Ω̃0r0(0) + Ω̃1r1(0) + . . .

)
=

= Ω̃0 +
(

Ω0r
2
0(0) + Ω0r

2
1(0) + . . .

)
−
(

Ω̃0r
2
0(0) + Ω̃0r

2
1(0) + . . .

)
=

= Ω̃0 + Ω0J(0)− Ω̃0J(0) = 0,

Ω0 =
J(0)− 1

J(0)
Ω̃0 =

J(0)− 1

J(0)
Ω̃1, òàê êàê r1(0) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòüþ Ω̃1 ïåðâîé êîñòÿø-
êè äî óäàðà è ñêîðîñòüþ Ω0 íîâîé ïåðâîé êîñòÿøêè ïîñëå óäàðà.
Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèÿ çà âðåìÿ ïðîë¼òà êîñòÿøêè äî
ñëåäóþùåãî ñîóäàðåíèÿ:

IΩ2
0

2
J(0) + Π(0) =

IΩ̃2
0

2
J(ϕ1) + Π(ϕ∞) =

IΩ̃2
0

2

(
J(0)− 1

)
+ Π

(
arccos

d

l

)
Ω2

0 =
J(0)− 1

J(0)I

(
1− d

l
− d
√

1− d2

l2

)
.

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå Ω0 â (5) è ïîñ÷èòàâ èíòåãðàë, ïîëó÷èì êîíå÷íóþ
ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû êàê v = l/t. Èòîãîâûé îòâåò íóæíî
íå çàáûòü äîìíîæèòü íà

√
gh:

v = 1,169 ì/ñ.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ðÿäû J(ϕ) è U(ϕ) ñõîäÿòñÿ î÷åíü áûñòðî, äëÿ
äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè äîñòàòî÷íî áðàòü ïåðâûå 10 ÷ëåíîâ.

Çàäà÷à 7. Ïðèøëà âåñíà

α

y g

x

Ðèñ. 10

1. Òå÷åíèå æèäêîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñèñòåìîé óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè.

∂ρ

∂t
+ (∇ · ρ~v) = 0,

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v = −1

ρ
∇p+ µ∆~v.
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Òàê êàê æèäêîñòü íåñæèìàåìà ∂ρ/∂t = 0, à äâèæåíèå îäíîìåðíî
~v = (vx, 0, 0)ᵀ, òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ∂vx/∂x = 0. Ñêîðîñòü
ìåíÿåòñÿ òîëüêî âäîëü îñè y, òàê êàê òå÷åíèå ñòàöèîíàðíî. Êîìïî-
íåíòû ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ∂p/∂x = −ρg sinα ∂p/∂y = −ρg cosα. Òî-
ãäà äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì:

g sinα + µ
∂2vx
∂y2

= 0.

Èíòåãðèðóåì äâàæäû: vx(y) = −g sinα
2µ

y2 + Ay + B è èñïîëüçóåì ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ: ïðèëèïàíèå íà äíå vx|y=0 = 0, è îòñóòñòâèå òðåíèÿ
î âîçäóõ íà ïîâåðõíîñòè (∂vx/∂y)|y=h = 0, òîãäà ñêîðîñòü:

vx(y) =
g sinα

2µ
y(2h− y).

Òàêèì îáðàçîì, ðàñõîä âîäû Q íà îäíîì ó÷àñòêå:

Q = ρb

h∫
0

vx(y)dy =
ρgb

3µ
h3 sinα.

Ïðè ýòîì ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü vx = h2g sinα
3µ

. Â òî÷êàõ C è F ïåðåìåøèâà-

þòñÿ ïðèõîäÿùèå ïîòîêè (îáû÷íî, íà ðåêàõ â òàêèõ ìåñòàõ çàïðóäû).
È äàëüøå âûõîäèò ïîòîê íà ïîñëåäíèé ó÷àñòîê ïåðåä ïëîòèíîé:

hCG =
3

√
2h31 sinα2L

sinα2L

= h1
3
√

2, àíàëîãè÷íî hFG = h1
3
√

3/2.

Òàêèì îáðàçîì, óðîâåíü âîäû íà ïîñëåäíåì ó÷àñòêå hL = h1
3
√

5/2.
Ïîëó÷àåì ðàñõîä Q = 2,381 · 105 êã/ñ, à ýòî áîëüøå ïðîïóñêíîé ñïî-
ñîáíîñòè ïëîòèíû.

2. Èçìåíåíèå âûñîòû â ðåçåðâóàðå îò âðåìåíè:

ρS
dh

dt
= Q− q0eh

2/h2max .

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî óðàâíåíèå ÷èñëåííî, è íàéä¼ì âðåìÿ t, ÷åðåç
êîòîðîå âûñîòà â hmax = 40 ì áóäåò äîñòèãíóòà:

t = 3227,7 ñ ≈ 54 ìèí.
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