
Ôèíàëüíûé òóð

Âñåðîññèéñêîé ñòóäåí÷åñêîé îëèìïèàäû

ïî ìåõàíèêå è ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ

(20 ìàÿ 2012 ã.)

Çàäà÷à 1. Äûðÿâàÿ ñàëôåòêà

Φ1 Φ2

Φ∞

Ðèñ. 1

Ñàëôåòêîé Ñåðïèíñêîãî íà-
çûâàþò ôðàêòàë, èìåþùèé ñëå-
äóþùåå ïîñòðîåíèå. Ðàâíîñòî-
ðîííÿÿ îäíîðîäíàÿ òðåóãîëüíàÿ
ïëàñòèíà Φ0 ñî ñòîðîíîé a äå-
ëèòñÿ ñðåäíèìè ëèíèÿìè íà
4 ìåíüøèõ òðåóãîëüíèêà, öåí-
òðàëüíûé òðåóãîëüíèê èçûìàåò-
ñÿ. Ñ òðåìÿ ÷àñòÿìè ïîëó÷åííîé
ôèãóðû Φ1 ïðîâîäÿò àíàëîãè÷-
íóþ îïåðàöèþ, ïîëó÷àåòñÿ ôè-
ãóðà Φ2, è òàê äàëåå (ðèñ. 1). Â èòîãå ôèãóðà Φ∞ è íàçûâàåòñÿ ñàë-
ôåòêîé Ñåðïèíñêîãî.

1. Îïðåäåëèòå ìàññó mn ôèãóðû Φn, åñëè ìàññà èñõîäíîé ôèãóðû
Φ0 ðàâíà m0.

2. Îïðåäåëèòå ìîìåíò èíåðöèè I2 ôèãóðû Φ2 îòíîñèòåëüíî îñè
Oz, ïðîõîäÿùåé ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ôèãóðû ÷åðåç öåíòð
ìàññ.

3. Îïðåäåëèòå ìîìåíò èíåðöèè In ôèãóðû Φn îòíîñèòåëüíî îñè
Oz.

4. Îïðåäåëèòå ðàäèóñ èíåðöèè ñàëôåòêè Ñåðïèíñêîãî îòíîñèòåëü-
íî îñè Oz r∞ = limn→∞ rn.

Ïðèìå÷àíèå. Ðàäèóñîì èíåðöèè r íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà ìî-
ìåíòà èíåðöèè:

I = mr2.
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Çàäà÷à 2. Ïèíã-ïîíã

2l

a

Ðèñ. 2

Íà êàêîì ðàññòîÿíèè a äðóã îò
äðóãà ñëåäóåò ðàñïîëîæèòü äâå óç-
êèå ãîðèçîíòàëüíûå îïîðû ÷òîáû
ëåæàùèé íà íèõ ëèñò ÄÑÏ äëèíû
2l áûë íàèáîëåå ïðèãîäåí â êà÷åñòâå
ñòîëà äëÿ èãðû â ïèíã-ïîíã. Â êà÷å-
ñòâå êðèòåðèÿ ïðèãîäíîñòè ðàññìîò-
ðèòå óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè ìàêñè-
ìàëüíîãî íàêëîíà ñòîëà.

Çàäà÷à 3. Ãëÿæó â îç¼ðà ñèíèå

Ðèñ. 3

Äëÿ íàáëþäåíèÿ çà îçåðîì Áàé-
êàë (λ = 53◦ ñ.ø., ϕ = 107◦ â. ä.) íà
îêîëîçåìíóþ êðóãîâóþ îðáèòó (R =
6800 êì) âûâåäåí ñïóòíèê ñ óñòà-
íîâëåííîé íà íåì êàìåðîé. Îðáèòà
îáðàçóåò ñ ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêî-
ñòüþ óãîë i = 53◦. Ñïóòíèê (òî÷êà 1
íà ðèñóíêå) äâèæåòñÿ òàê, ÷òî ïåðå-
ñåêàåò ïëîñêîñòü ýêâàòîðà ñ þãà íà
ñåâåð â òî÷êå 3 (íóëåâîé ìåðèäèàí),
à êàìåðà íàïðàâëåíà íà òî÷êó íàáëþäåíèÿ (òî÷êà 2 íà ðèñóíêå). Ðà-
äèóñ Çåìëè RÇ = 6400 êì, â çåìíûõ ñóòêàõ 24 ÷àñà. Ãåîöåíòðè÷åñêàÿ
ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ Γ = γMÇ = 398 600,5 · 109 ì3/ñ2.

Äëÿ ïîñòîÿííîãî íàáëþäåíèÿ ñèñòåìà àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëå-
íèÿ äîëæíà íàïðàâëÿòü îïòè÷åñêóþ îñü êàìåðû íà îçåðî.

1. Ñ÷èòàÿ, ÷òî êàìåðà íå âðàùàåòñÿ âîêðóã îïòè÷åñêîé îñè, íàé-
äèòå çàâèñèìîñòü àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ωàáñ êàìåðû îò
âðåìåíè. Èç íàéäåííîé çàâèñèìîñòè ðàñ÷èòàéòå çíà÷åíèå ïðî-
åêöèé ωàáñ íà îñè íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz â ìî-
ìåíòû âðåìåíè t = 0, 200, 400, . . . 2000.

2. Îïðåäåëèòå âðåìÿ τ ðåàëüíîãî íàáëþäåíèÿ ñïóòíèêà çà îçåðîì
íà ïåðâîì âèòêå îðáèòû ñ ó÷¼òîì íåïðîçðà÷íîñòè Çåìëè.
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Âñå òðåáóåìûå çíà÷åíèÿ äîëæíû áûòü âû÷èñëåíû ñ îòíîñèòåëü-
íîé ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé 1%.

Çàäà÷à 4. À âñ¼-òàêè îíî âåðòèòñÿ

Òâ¼ðäîå òåëî ìàññû m = 2,78 êã äâèæåòñÿ â îäíîðîäíîì ïîëå
òÿæåñòè âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè O. Ãåîìåòðèÿ ìàññ òåëà ñîîòâåò-
ñòâóåò âîë÷êó Ëàãðàíæà (A = B = 2 êã · ì2, C = 1 êã · ì2, öåíòð
òÿæåñòè ëåæèò íà îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè òåëà íà ðàññòîÿíèè
l = 0,5 ì îò òî÷êè O).

x

y

z C

O

ϕ

ψ

θ

Ðèñ. 4

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

θ0 =
π

4
,

θ̇0 = 0 ñ−1, ψ̇0 = −
√

2 ñ−1, ϕ̇0 = 11 ñ−1.

1. Íàéäèòå âñå ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ óã-
ëà θ ïðè ïîñëåäóþùåì äâèæåíèè òåëà.

2. Êà÷åñòâåííî èçîáðàçèòå òðàåêòîðèþ öåí-
òðà òÿæåñòè òåëà íà ñôåðå ñ öåíòðîì â
òî÷êå O.

3. Ðàññ÷èòàéòå äëèíó ïóòè, ïðîéäåííîãî
öåíòðîì ìàññ òåëà çà âðåìÿ t1 = 5 ñ, t2 = 1 ÷àñ.

Ïðè ðàñ÷¼òàõ ïîëàãàéòå óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ðàâíûì
g = 10 ì/ñ2. Âñå òðåáóåìûå çíà÷åíèÿ äîëæíû áûòü ïðèâåäåíû ñ
ïîãðåøíîñòüþ íå áîëåå 1 %.

Çàäà÷à 5. Îáè Âàí Äåð Ïîëü

Îñöèëëÿòîð Âàí-äåð-Ïîëÿ1 îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì:

ẍ− µ(1− x2)ẋ+ x = 0.

1. Îïðåäåëèòå êîîðäèíàòó x ïðè µ = 1, x0 = 1, ẋ0 = 0 â ìîìåíòû
âðåìåíè t = 1, 2, . . . 10. Ïðèâåäèòå îòâåò â âèäå òàáëèöû.

2. Îïðåäåëèòå ïåðèîä T1 è àìïëèòóäó2 A1 óñòàíîâèâøèõñÿ êîëå-
áàíèé ïðè µ = 1.

1Îñöèëëÿòîð ñ íåëèíåéíûì äåìïôèðîâàíèåì.
2Àìïëèòóäîé íàçûâàåòñÿ ìîäóëü ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ.
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3. Ïðèâåäèòå óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà âèäà: {

ẋ = p(x) + q(y),

ẏ = r(x) + s(y).

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî

f(x)ẋ =
d

dt
F (x), ãäå F ′(x) = f(x).

4. Îïðåäåëèòå ïåðèîä T0 è àìïëèòóäó A0 óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáà-
íèé ïðè µ� 1.

5. Âûïîëíèòå çàäàíèå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ïðè µ� 1.

6. Åñëè â óñëîâèÿõ ïóíêòà 4 îòêëîíèòü îñöèëëÿòîð òàê, ÷òî åãî
àìïëèòóäà ñòàíåò ðàâíà A = A0 + ∆A0 (∆A0 � A0), òî çà êàêîå
âðåìÿ τ ñìåùåíèå àìïëèòóäû ∆A = A− A0 ñîêðàòèòñÿ âäâîå?

Âñå òðåáóåìûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóä è êîîðäèíàò äîëæíû áûòü ïðè-
âåäåíû ñ àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþ íå áîëåå 10−3. Çíà÷åíèÿ ïåðèîäîâ
äîëæíû áûòü âû÷èñëåíû ñ ïîãðåøíîñòüþ íå áîëåå 1 %

Çàäà÷à 6. Òðîëëåéáóñíûå ñàëî÷êè

Äâà òðîëëåéáóñà äâèãàþòñÿ ïî êîëüöåâîìó ìàðøðóòó ñ ðàâíîìåð-
íî ðàñïîëîæåííûìè 10 îñòàíîâêàìè, íàõîäÿñü èçíà÷àëüíî íà äèàìåò-
ðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ ìàðøðóòà è çàòðà÷èâàÿ 10 ìèíóò
íà äîðîãó ìåæäó äâóìÿ îñòàíîâêàìè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò íà îñòà-
íîâêàõ íåò ëþäåé, à â êàæäóþ ñëåäóþùóþ ìèíóòó íà îñòàíîâêó ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ p ïðèõîäèò îäèí ÷åëîâåê. Íà âõîä â òðîëëåéáóñ êàæäûé
ïàññàæèð çàòðà÷èâàåò îäíó ìèíóòó, âðåìåíåì âûõîäà ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü, à âìåñòèìîñòü òðîëëåéáóñà íåîãðàíè÷åíà.

1. Îïðåäåëèòå âåðîÿòíîñòü p, ïðè êîòîðîé ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü òðîë-
ëåéáóñîâ áóäåò íåîãðàíè÷åííî óìåíüøàòñÿ.

2. Åñëè p = 0,15, îïðåäåëèòå ñðåäíåå âðåìÿ 〈t〉 (êîëè÷åñòâî ìè-
íóò), ÷åðåç êîòîðîå îäèí òðîëëåéáóñ äîãîíèò äðóãîé, ñ ïîãðåø-
íîñòüþ íå áîëåå 5 %. Îöåíèòå äèñïåðñèþ Dt ñ ïîãðåøíîñòüþ íå
áîëåå 20 %.
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Çàäà÷à 7. Ïðèâåò îò ãèäðîëîãîâ

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ðàçìûâàíèè ãðóíòà êðèòè÷åñêèé ðàçìåð ïåðå-
íîñèìûõ ïîòîêîì ÷àñòèö d ìîæíî ñ÷èòàòü ôóíêöèåé ñðåäíåé ñêîðî-
ñòè òå÷åíèÿ v, ïëîòíîñòè ÷àñòèö ρ0, ïëîòíîñòè âîäû ρ è óñêîðåíèÿ
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g. Èñïîëüçóÿ àíàëèç ðàçìåðíîñòåé, ïîëó÷èòå âèä
çàâèñèìîñòè ìàññûm ïåðåíåíîñèìûõ ïîòîêîì ÷àñòèö îò ñêîðîñòè òå-
÷åíèÿ v.
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Ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Äûðÿâàÿ ñàëôåòêà

1. Íà êàæäîì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ ôðàêòàëà èç êàæäîãî ìàëåíüêîãî
òðåóãîëüíèêà èçûìàåòñÿ 1/4 ÷àñòü, ïîýòîìó:

mn+1 =
3

4
mn, îòêóäà mn =

(
3

4

)n
m0.

Φn Φn

ΦnΦn+1

d

Ðèñ. 5

2. Ìîìåíò èíåðöèè òðåóãîëü-
íèêà I0 = m0a

2/12. Ôèãóðó
Φn+1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê ñî-
ñòàâëåííóþ èç òð¼õ ôèãóð Φn,
óìåíüøåííûõ â äâà ðàçà è ñìå-
ù¼ííûõ èç öåíòðà íà ðàññòîÿ-
íèå d = a

√
3/6. Òîãäà ïî òåîðåìå

Ãþéãåíñà�Øòåéíåðà:

In+1 = 3

(
In
16

+
mn

4
d2

)
=

3

16
In +

(
3

4

)n
m0a

2

16
. (1)

Èñïîëüçóÿ (1), ìîæíî íàéòè ñíà÷àëà I1 = 5m0a
2/24, à çàòåì è ìîìåíò

èíåðöèè I2:

I2 =
63

1024
m0a

2.

3. Ìîìåíò èíåðöèè In óäîáíåå âû÷èñëÿòü ÷åðåç ðàäèóñ èíåðöèè rn.
Èñïîëüçóÿ (1), íàéä¼ì:

r2
n+1 =

1

mn+1

(
3

16
mnr

2
n +

mna
2

16

)
=

1

16

mn

mn(3/4)

(
3r2

n + a2
)

=

=
1

4
r2
n +

a2

12
= αr2

n + β.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

r2
0 = r2

0,

r2
1 = αr2

0 + β,

r2
2 = α2r2

0 + αβ + β,

r2
3 = α3r2

0 + α2β + αβ + β,

. . .

r2
n = αnr2

0 + αn−1β + αn−2β + . . .+ αβ + β =

= αnr2
0 + β

1− αn
1− α =

r2
0

4n
+
a2

9

(
1− 1

4n

)
(2)

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé ìîìåíò èíåðöèè:

In = mnr
2
n =

m0a
2

36

(
3

4

)n(
4− 1

4n

)
.

4. Ïîëàãàÿ â ôîðìóëå (2) n→∞, ïîëó÷èì

r2
∞ =

a2

9
, îòêóäà r∞ =

a

3
.

Çàäà÷à 2. Ïèíã-ïîíã

Ëèñò äëèíîé 2l ëåæèò ñèììåòðè÷íî íà îïîðàõ, ðàññòîÿíèå ìåæäó
êîòîðûìè ðàâíî a = 2ξl, è ïðåäñòàâëÿåò ñâîáîäíî îï¼ðòóþ áàëêó ñ
äâóìÿ ñâåøèâàþùèìè êîíñîëÿìè, íàãðóæåííóþ ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåë¼ííîé íàãðóçêîé èíòåíñèâíîñòè:

q =
mëg

l
= ρgbh ,

ãäå ρ � ïëîòíîñòü, b � øèðèíà è h � òîëùèíà ëèñòà.
Óðàâíåíèå èçãèáà áàëêè äëÿ ìàëûõ èçãèáîâ (îñü y íàïðàâëåíà

âíèç):
d2y

dx2
=
M(x)

EI
,

çäåñü E � ìîäóëü Þíãà, I � ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ
áàëêè.
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Ïîñêîëüêó íàñ íå èíòåðåñóþò àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ïðîãèáà, à
ðàñïðåäåëåíèå ñèë îñòà¼òñÿ îäèíàêîâûì ïðè ìàñøòàáèðîâàíèè, òî
çàäà÷ó ìîæíî îáåçðàçìåðèòü. Ïóñòü âåñ áàëêè è å¼ äëèíà ðàâíû 2, à
EI = 1. Âûáåðåì çà íà÷àëî êîîðäèíàò ñåðåäèíó áàëêè, òîãäà àáñöèñ-
ñà ïðàâîãî êîíöà áàëêè ðàâíà 1, à àáñöèññà ïðàâîé îïîðû � ξ.

Íà ëåâîé êîíñîëè (x > ξ) èçãèáàþùèé ìîìåíò:

M1(x) =
1

2
(1− x)2.

Ìåæäó îïîðàìè áàëêè (x < ξ):

M2(x) =
1

2
(1− x)2 − (ξ − x).

Äëÿ áåçðàçìåðíîãî ïðîãèáà ψ(x) = y′(x)/6 (êîýôôèöèåíò 6 âû-
áðàí äëÿ óäîáñòâà) ìîæíî çàïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

6ψ′(x) =

{
M2(x), x < ξ,

M1(x), x > ξ,

ñ óñëîâèåì íà íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå x = ξ è íà÷àëüíûì óñëîâèåì
ψ(0) = 0 (â ñèëó ñèììåòðèè). Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ áóäåò:

ψ(x) =

{
x3 + 3(1− 2ξ)x, x < ξ,

(x− 1)3 + 1− 3ξ2, x > ξ,

Îïðåäåëèì âîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè |ψ(x)|: ýòî
ìîæåò áûòü ëèáî êðàé áàëêè x = 1, ëèáî òî÷êà îïîðû x = ξ, ëèáî
âíóòðåííèé ýêñòðåìóì ôóíêöèè x3−3(1−2ξ)x, êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ
ïðè x =

√
2ξ − 1.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ìàêñèìóìà ôóíêöèè |ψ(x)| ðàâíî ëèáî
ψ1 = |1− 3ξ2| (êðàé áàëêè), ëèáî ψ2 = |ξ3− 6ξ2 + 3ξ| (â òî÷êå îïîðû),
ëèáî ψ3 = 2(2ξ − 1)3/2 (â òî÷êå ýêñòðåìóìà).

Ïîñòðîèâ ãðàôèê ýòèõ ôóíêöèé (ðèñ. 6), çàìåòèì, ÷òî ìèíèìóì
max{ψ1(ξ), ψ2(ξ), ψ3(ξ)} ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè ψ1(ξ) è ψ3(ξ).
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Ψ1HxL

Ψ2HxL
Ψ3HxL

Ξ

10.2 0.4 0.6 0.8

1
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1.75

2

0.25

0.5

0.75

Ðèñ. 6

Ðåøàÿ óðàâíåíèå

|1− 3ξ2| = 2(2ξ − 1)3/2,

íàéä¼ì ξ = 5/9 è a = 10l/9.

Çàäà÷à 3. Ãëÿæó â îç¼ðà ñèíèå

Â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (Oxy ñîâïàäàåò ñ ýêâàòîðè-
àëüíîé ïëîñêîñòüþ, Oz � ñ îñüþ âðàùåíèÿ Çåìëè) ðàäèóñ-âåêòîðû
ñïóòíèêà r1 è îçåðà r2 âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r1 = R

 cos(ωîðát)
sin(ωîðát) cos i
sin(ωîðát) sin i

 , r2 = RÇ

cosλ cos(ϕ+ ΩÇt)
cosλ sin(ϕ+ ΩÇt)

sinλ

 ,

ãäå ΩÇ - óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ Çåìëè, à ωîðá - îðáèòàëüíàÿ
óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñïóòíèêà.

ΩÇ =
2π

24 · 3600
= 7,27·10−5 ðàä/c, ωîðá =

√
γMÇ

R3
= 1,13·10−3 ðàä/c.
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1. Ðàäèóñ-âåêòîð îò ñïóòíèêà ê îçåðó r12 = r2 − r1, à åãî ïðîèç-
âîäíàÿ ïî âðåìåíè:

ṙ12 =

−RÇΩÇ cosλ sin(ϕ+ ΩÇt) +Rωîðá sinωîðát
RÇΩÇ cosλ cos(ϕ+ ΩÇt)−Rωîðá cosωîðát

RÇ sinλ−Rωîðá sin i cosωîðát

 .

Ïîñêîëüêó

ṙ12 = ṙ12
r12

r12

+ ωàáñ × r12,

ãäå ωàáñ � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè êàìåðû â íåïîäâèæíûõ îñÿõ, òî
ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî óñëîâèþ r12⊥ωàáñ, ïîëó÷èì

ωàáñ =
r12 × ṙ12

r2
12

Íèæå ïðèâåäåíà òàáëèöà çíà÷åíèé ωàáñ(t):

t, ñ 0 200 400 600 800 1000
ωxàáñ, 10−6 ðàä/ñ 14,1 17,2 20,9 25,5 31,3 37,7
ωyàáñ, 10−6 ðàä/ñ −486 −489 −492 −498 −510 −533
ωzàáñ, 10−6 ðàä/ñ 372 379 391 410 444 518

t, ñ 1200 1400 1600 1800 2000
ωxàáñ, 10−6 ðàä/ñ 40,4 −17,8 −1977 −446 −169
ωyàáñ, 10−6 ðàä/ñ −600 −918 −5336 −1083 −647
ωzàáñ, 10−6 ðàä/ñ 718 1641 13768 1865 717

2. Çàïèøåì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè êàñàòåëüíîé ê Çåìëå â òî÷êå
íàáëþäåíèÿ. Ýòà ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç êîíåö âåêòîðà r2, ïðè÷¼ì
âåêòîð r2 åé îðòîãîíàëåí:

rx2(x− rx2) + ry2(y − ry2) + rz2(z − rz2) = 0

Èñêîìîå âðåìÿ τ îïðåäåëèì êàê ðàçíîñòü t2 è t1 � ïåðâûõ äâóõ
ìîìåíòîâ âðåìåíè, â êîòîðûå êîíåö âåêòîðà r1 ïðèíàäëåæèò ýòîé
ïëîñêîñòè:

rx2(rx1 − rx2) + ry2(ry1 − ry2) + rz2(rz1 − rz2) = 0.
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×èñëåííûé ðàñ÷¼ò äà¼ò t1 = 1296,27 ñ, t2 = 1927,67 ñ, îòêóäà:

τ = t2 − t1 = 631,4 ñ = 10,5 ìèí.

Çàäà÷à 4. À âñ¼-òàêè îíî âåðòèòñÿ

Çàïèøåì äèíàìè÷åñêèå è êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ
äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî òâ¼ðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé
òî÷êîé â ïîëå òÿæåñòè:

Aṗ+ (C − A)qr = M ξ
O, ϕ̇ = r − (p sinϕ+ q cosϕ) ctg θ,

Aq̇ + (C − A)pr = Mη
O, ψ̇ = (p sinϕ+ q cosϕ)/ sin θ,

Cṙ = 0, θ̇ = (p cosϕ− q sinϕ).

Çäåñü p, q, r � ïðîåêöèè óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà íà ãëàâíûå îñè
èíåðöèè òåëà â ò. O, M ξ

O, M
η
O � ïðîåêöèè ìîìåíòà ñèëû òÿæåñòè íà

òå æå îñè.

M ξ
O = mgl sin θ cosϕ, Mη

O = −mgl sin θ sinϕ

Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ íà èíòåðâàëå t ∈ [0, 6] c íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè:

p(0) = 0, q(0) = −1, r(0) = 10,

ϕ(0) = 0, ψ(0) = π/2, θ(0) = π/4,

ïîëó÷èì ñëåäóþùèé çàêîí äâèæåíèÿ ïî óãëó íóòàöèé θ.
1. Óãîë θ èçìåíÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè, ìåíÿÿ ñâî¼ çíà÷åíèå ìåæ-

äó ìèíèìóìîì θmin è ìàêñèìóìîì θmax. ×èñëåííîå îïðåäåëåíèå ýòèõ
çíà÷åíèé äà¼ò:

θmin = 0,7854 = 45,0001◦, θmax = 1,7142 = 98,22◦.

Çàìåòèì, ÷òî θmin, êîòîðàÿ ÷èñëåííî îöåíèâàëàñü â êîíöå âðåìåí-
íîãî èíòåðâàëà, ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíûì çíà-
÷åíèåì θ, ÷òî, âî-ïåðâûõ, íå óäèâèòåëüíî, ïîñêîëüêó â íà÷àëüíûé
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Ðèñ. 7

ìîìåíò θ̇ = 0, à âî-âòîðûõ, óêàçûâàåò íà ðàçóìíóþ òî÷íîñòü âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ïðîöåäóðû.

2. Òðàåêòîðèÿ, êîòîðóþ îïèñûâàåò öåíòð òÿæåñòè òåëà íà ñôåðå
ðàäèóñà OC è ñ öåíòðîì â òî÷êå O, ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 7.

Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, òðàåêòîðèÿ öåíòðà ìàññ ñîîòâåòñòâóåò îä-
íîìó èç òð¼õ âîçìîæíûõ è îïèñàííûõ â ëèòåðàòóðå òèïîâ òðàåê-
òîðèé � ¾êðèâàÿ ñ ïåòëÿìè¿. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âðåìÿ
ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ìàêñèìóìàìè θ, τ = 1,2958 ñ.

3. Íàéä¼ì äëèíó ïóòè ïðîéäåííîãî öåíòðîì ìàññ. Äëÿ ìîìåíòà
âðåìåíè t1 = 5 ñ ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå äà¼ò:

S1 = 6,0988 ì.

Äëèíà ïóòè Sτ , ãäå τ = 1,2958 ñ � âðåìÿ, çà êîòîðîå òî÷êà C ïðî-
õîäèò ïóòü ìåæäó äâóìÿ ìàêñèìóìàìè ðàâíà Sτ = 1,5532 ñ. Çà 1 ÷àñ
òî÷êà C öåëèêîì ïðîõîäèò 2778 òàêèõ ó÷àñòêîâ êðèâîé äëèíû Sτ
êàæäûé. Çà îñòàâøèåñÿ 0,3747 c öåíòð ìàññ ïðîõîäèò Sext = 0,3267 ì.

Òàêèì îáðàçîì, äëèíà ïóòè öåíòðà ìàññ çà 1 ÷àñ ñîñòàâëÿåò:

S2 = 2778 · Sτ + Sext = 4315,06 ì.
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Çàäà÷à 5. Îáè Âàí Äåð Ïîëü

1. Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå ÷èñëåííî. Ïðèâåä¼ì îòâåò â âèäå
ãðàôèêà è òàáëèöû.

t 1 2 3 4 5
x 1,298 0,4212 −1,635 −1,744 −0,8787

t 6 7 8 9 10
x 1,187 1,933 1,246 −0,3296 −2,008

t
102 4 6 8

x

1

2

−1

−2

Ðèñ. 8

2. ×òîáû íàéòè ïåðèîä è àìïëèòóäó óñòîÿâøèõñÿ êîëåáàíèé ïðî-
èíòåãðèðóåì óðàâíåíèå â òå÷åíèå áîëåå ïðîäîëæèòåëüíîãî âðåìåíè.
Çàìåòèì, ÷òî êîëåáàíèÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè çà îäèí ïåðè-
îä (ðèñ. 9). Îïðåäåëèì ïåðèîä è àìïëèòóäó ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ
(íàïðèìåð, íàéäÿ êîîðäèíàòû ìàêñèìóìîâ):

T1 = 6,663, A1 = 2,009.

3. Óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà Âàí-äåð-Ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-
÷àåì óðàâíåíèÿ Ëèåíàðà:

ẍ+ f(x)ẋ+ g(x) = 0,
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Ðèñ. 9

ãäå f(x) � ÷¼òíàÿ, à g(x) � íå÷¼òíàÿ ôóíêöèè. Åñëè F ′(x) = f(x),
òî óðàâíåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó:

d

dt

(
ẋ+ F (x)

)
= −g(x).

Òîãäà îáîçíà÷àÿ z = ẋ+ F (x), ïîëó÷èì èñêîìóþ ñèñòåìó:{
ẋ = F (x) + z,

ż = −g(x).

Äëÿ îñöèëëÿòîðà Âàí-äåð-Ïîëÿ ýòà ñèñòåìà èìååò âèä:{
ẋ = µ (x− x3/3− y) ,

ẏ = x/µ,
(3)

ãäå y = −z/µ.
4. Ïðè µ� 1 óðàâíåíèå êîëåáàíèé ëîêàëüíî ñîâïàäàåò ñ óðàâíå-

íèåì ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé (âêëàäîì òðåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
íà âðåìåíàõ, ñîïîñòàâèìûõ ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé). Òàêèì îáðàçîì,
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ïåðèîä óñòîÿâøèõñÿ êîëåáàíèé ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì îñöèëëÿòîðà
ẍ+ x = 0:

T0 = 2π.

Òåì íå ìåíåå, ïðè µ > 0 ñèñòåìà âñ¼ ðàâíî ñîäåðæèò ïðåäåëüíûé
öèêë. ×òîáû íàéòè åãî àìïëèòóäó, ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå îñöèëëÿ-
òîðà, äîìíîæèâ åãî íà ẋ:

ẍẋ+ ẋx = µ(1− x2)ẋ2

d

dt

(
ẋ2

2
+
x2

2

)
= µ(ẋ2 − x2ẋ2)

Ïîëàãàÿ x = A cos t, óñðåäíèì óðàâíåíèå ïî ïåðèîäó:

d

dt

(
A2

4
+
A2

4

)
= µ

(
A2

2
− A2

8

)
d

dt
A2 = µ

A2

4
(4− A2). (4)

Ó ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü äâå ïðåäåëüíûå òî÷êè A2 = 0 è A2 = 4,
ïðè÷¼ì ïåðâàÿ íåóñòîé÷èâàÿ, à âòîðàÿ óñòîé÷èâàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
óñòàíîâèâøàÿñÿ àìïëèòóäà A0 = 2.

5. Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó (3). Äëÿ ýòîãî èçîáðàçèì
íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè xy íóëåâûå èçîêëèíû � êðèâûå, äëÿ êîòîðûõ
ẋ = 0 èëè ẏ = 0. Ýòèìè êðèâûìè áóäóò ÿâëÿòüñÿ êóáè÷åñêàÿ ïàðà-
áîëà y = x − x3/3 è îñü îðäèíàò x = 0 (ðèñ. 10). Íóëåâûå èçîêëèíû
ðàçäåëÿþò îáëàñòè, â êîòîðûõ (ẋ, ẏ) èìåþò ïîñòîÿííûå ñèãíàòóðû.
Òàêèì îáðàçîì, ẏ ïîëîæèòåëüíî â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè è îòðèöà-
òåëüíî â ëåâîé, à ẋ áîëüøå íóëÿ ïîä ïàðàáîëîé è îòðèöàòåëüíî íàä
ïàðàáîëîé. Òàêæå, òàê êàê µ � 1, |ẋ| � |ẏ| çà èñêëþ÷åíèåì óçêîé
îáëàñòè âáëèçè êóáè÷åñêîé ïàðàáîëû (ðèñ. 10), ÷òî ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî ÷àñòè êóáè÷åñêîé ïàðàáîëû ñ îòðèöàòåëüíûì íàêëîíîì áóäóò
óñòîé÷èâûìè (ïðèòÿãèâàþùèìè), à ñðåäíÿÿ ÷àñòü ñ ïîëîæèòåëüíûì
íàêëîíîì � íåóñòîé÷èâîé.
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Ðèñ. 10

Ïîñëå òàêîãî àíàëèçà âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèñòåìû íå ñîñòàâëÿåò òðó-
äà ïîíÿòü âèä ïðåäåëüíîãî öèêëà. Äåéñòâèòåëüíî, ãäå áû ìû íå âû-
áðàëè íà÷àëüíóþ òî÷êó, âíà÷àëå ñèñòåìó ïðèòÿíåò íà îäíó èç óñòîé-
÷èâûõ âåòâåé êóáè÷åñêîé ïàðàáîëû, ïîñëå ÷åãî ñèñòåìà áóäåò äâè-
ãàòüñÿ âäîëü âåòâè ê îäíîìó èç ýêñòðåìóìîâ ïàðàáîëû, äîéäÿ äî
êîòîðîãî, ñîñêî÷èò íà äðóãóþ âåòâü (ðèñ. 11).

Íàéä¼ì àìïëèòóäó ïîäîáíûõ ïðåäåëüíûõ êîëåáàíèé. Ýêñòðåìó-
ìû ôóíêöèè y(x) = x − x3/3 äîñòèãàþòñÿ â òî÷êàõ −1 è 1 è ðàâíû
−2/3 è 2/3 ñîîòâåòñòâåííî. Âòîðîé êîðåíü óðàâíåíèÿ y(x) = −2/3
ðàâåí x = 2 (à y(−2) = 2/3). Ñëåäîâàòåëüíî A∞ = 2.
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Ðèñ. 11

×òîáû íàéòè ïåðèîä, çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà äîñòàòî÷íî äîëãî äâè-
æåòñÿ âäîëü âåòâè ïàðàáîëû è çà ïðåíåáðåæèìî ìàëîå âðåìÿ ïåðå-
ñêàêèâàåò ñ âåòâè íà âåòâü. Òîãäà ïåðèîäîì áóäåò ÿâëÿòüñÿ óäâîåí-
íûé èíòåãðàë:

T∞ = 2

∫
dy

ẏ
= 2

1∫
2

(1− x2)dx

x/µ
=

= 2µ

(
3

2
− ln 2

)
= µ(3− 2 ln 2) = 1,614µ.
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6. Ðàçëîæèì óðàâíåíèå (4) âáëèçè òî÷êè A0 = 2, èñïîëüçóÿ îáî-
çíà÷åíèå ∆A = A− A0

2A
d

dt
∆A = µ

A2

4
(4− (2 + ∆A)2),

d

dt
∆A = −µA

2
0

2
∆A = −2µ∆A.

Òàêèì îáðàçîì, âáëèçè A0 àìïëèòóäà âåä¼ò ñåáÿ êàê

A = A0 + ∆A0 e
−2µt.

Âðåìÿ, çà êîòîðîå îòêëîíåíèå àìïëèòóäû óìåíüøàåòñÿ âäâîå, íàéä¼ì
èç óñëîâèÿ:

e−2µτ =
1

2
, îòêóäà τ =

ln 2

2µ
=

0,3466

µ
.

Ïðèìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðè µ → 0 õàðàêòåðíîå âðåìÿ óñòà-
íîâëåíèÿ êîëåáàíèé τ →∞. Â ðåçóëüòàòå, ïðè âûïîëíåíèè ïóíêòà 4
÷èñëåííî, à íå àíàëèòè÷åñêè, åñòü îïàñíîñòü, âûáðàâ äîñòàòî÷íî ìà-
ëîå µ, íå äîæäàòüñÿ óñòàíîâëåíèÿ êîëåáàíèé è çíà÷èòåëüíî îøèáèòü-
ñÿ â îöåíêå A0.

Çàäà÷à 6. Òðîëëåéáóñíûå ñàëî÷êè

1. Íà âñå îñòàíîâêè ñóììàðíî â ñðåäíåì ïðèõîäèò Q1 = 10p ÷åëî-
âåê â ìèíóòó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïîïàäàíèÿ ïàññà-
æèðîâ â òðîëëåéáóñû íå ìîæåò ïðåâûñèòü Q2 = 2 ÷åëîâåêà â ìèíóòó.
Èç óñëîâèÿ Q1 < Q2 íàõîäèì, ÷òî ïðè

p > k/n = pêð = 0,2

òðîëëåéáóñû íå áóäóò óñïåâàòü çàáèðàòü âñåõ ëþäåé ñ îñòàíîâêè, è èõ
ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïî ìàðøðóòó áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ.

2. Íåòðóäíî ïîíÿòü, îòêóäà áåð¼òñÿ ýôôåêò êó÷êîâàíèÿ òðàíñïîð-
òà. Åñëè â ñèëó ñëó÷àéíûõ ôëóêòóàöèé ïîÿâëåíèÿ ëþäåé íà îñòàíîâ-
êàõ âòîðîé òðîëëåéáóñ íà÷í¼ò äîãîíÿòü ïåðâûé, òî îí áóäåò â ñðåäíåì
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äâèãàòüñÿ áûñòðåå, òàê êàê ïåðåä íèì áóäåò ìåíüøå îñòàíîâîê è íà
ýòèõ îñòàíîâêàõ áóäåò ñêàïëèâàòüñÿ íå òàê ìíîãî ëþäåé ïî ñðàâíå-
íèþ ñ äðóãèì òðîëëåéáóñîì. Ïîëó÷èâøàÿñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ îáðàò-
íàÿ ñâÿçü áóäåò äåñòàáèëèçèðîâàòü èçíà÷àëüíî ðàâíîìåðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå òðîëëåéáóñîâ ïî ìàðøðóòó è ïðèâåä¼ò, â êîíå÷íîì èòîãå, ê
òîìó, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òðîëëåéáóñàìè ñîêðàòèòñÿ äî íóëÿ.

×òîáû îïðåäåëèòü ñðåäíåå âðåìÿ èõ ñáëèæåíèÿ 〈t〉 ïðè p = 0,15,
ñìîäåëèðóåì äâèæåíèå òðîëëåéáóñîâ. Çàïóñêàÿ ìîäåëèðîâàíèå äî-
ñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç (N), ñîáåð¼ì ñòàòèñòèêó ïî âðåìåíàì t.

Ãèñòîãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ t ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 12. Ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå 〈t〉 îöåíèì êàê ñðåäíåå ïî âûáîðêå:

〈t〉 =
1

N

∑
i

ti = 516 ìèí.

×òîáû îöåíèòü ïîãðåøíîñòü, îöåíèì ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå êàê
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ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå:

σ =

√
1

N

∑
i

(
ti − 〈t〉

)2
= 195 ìèí.

Âîñïîëüçîâàâøèñü öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé, íàéä¼ì ñòàí-
äàðòíîå îòêëîíåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êàê

σt̄ =
σ√
N
.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ 99,9% ïîïàñòü â òðåáóþ-
ìóþ ïîãðåøíîñòü (∆ 〈t〉 = 0,05·〈t〉 ≈ 26 ìèí), íóæíî âçÿòü N áîëüøå,
÷åì

Nmin =

(
σ

∆ 〈t〉 /3

)2

≈ 625.

×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå σ îòëè÷àåòñÿ îò íà-
ñòîÿùåãî íå áîëåå, ÷åì íà 20%, ñäåëàåì åù¼ íåñêîëüêî ðàç ïî N ïðî-
ãîíîâ è óâèäèì, ÷òî çíà÷åíèÿ òðåáóåìûõ êîýôôèöèåíòîâ íå âûõîäÿò
çà ðàìêè ïîãðåøíîñòè.

Çàäà÷à 7. Ïðèâåò îò ãèäðîëîãîâ

Ïðîàíàëèçèðóåì ðàçìåðíîñòè ââåä¼ííûõ âåëè÷èí:

Ñêîðîñòü ïîòîêà v LT−1

Õàðàêòåðíûé ðàçìåð ÷àñòèöû d L
Ïëîòíîñòü ÷àñòèöû ρ ML−3

Ïëîòíîñòü âîäû ρ0 ML−3

Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g LT−2

Ðàíã ìàòðèöû ðàçìåðíîñòåé A:

A =



L T M

v 1 −1 0
d 1 0 0
ρ −3 0 1
ρ0 −3 0 1
g 1 −2 0

, rangA = 3.
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Òàêèì îáðàçîì, èç 5 âåëè÷èí ìîæíî ñîñòàâèòü 5−3 = 2 íåçàâèñèìûå
áåçðàçìåðíûå êîìáèíàöèè:

C1 = dV −αρ−βg−γ è C2 =
ρ

ρ0

.

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ èìååì âûðàæåíèÿ äëÿ ðàçìåðíîñòåé:

d = C1V
αρβgγ, èëè [L] = [LT−1]α[ML−3]β[LT−2]γ.

Îòêóäà, ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé, èìååì α = 2, β = 0, γ = −1.
Â ñîâîêóïíîñòè ñî âòîðîé áåçðàçìåðíîé êîìáèíàöèåé ýòî äà¼ò:

d = f

(
ρ

ρ0

)
v2

g
.

Àíàëèç ðàçìåðíîñòåé íå ïîçâîëÿåò íàéòè ôóíêöèþ f , íî îíà íàì
è íå íóæíà. Îêîí÷àòåëüíî, äëÿ ìàññû, ïåðåíîñèìûõ ïîòîêîì ÷àñòèö,
èìååì

m ∝ d3 ∝ v6,

÷òî äëÿ ãèäðîëîãîâ èçâåñòíî êàê çàêîí Ýðè.
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