
Ôèíàëüíûé òóð

Âñåðîññèéñêîé ñòóäåí÷åñêîé îëèìïèàäû

ïî ìåõàíèêå è ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ

(1 îêòÿáðÿ 2011 ã.)

Çàäà÷à 1. Óäèâèòåëüíûé ìàÿòíèê

1. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà
äëèíû l â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè g. Â êà÷åñòâå êîîðäè-
íàòû âûáåðèòå óãîë îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

2. Îáåçðàçìåðüòå ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå.

Çàäà÷à 2. Ìýð-âåëîñèïåäèñò

Ðèñ. 1.

Äðóçüÿ ïîäàðèëè ìýðó ãî-
ðîäà Íîâîìåõàíñêà âåëîñèïåä ñ
êâàäðàòíûìè êîëåñàìè (äëèíà
ñòîðîíû êâàäðàòà � 2a). Îïðå-
äåëèòå, êàêèì ñòàíåò ïðîôèëü
âåëîñèïåäíûõ äîðîæåê Íîâîìå-
õàíñêà ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàñïîðÿæåíèé ìýðà â äîðîæ-
íûé äåïàðòàìåíò ãîðîäà. Ïðè
äâèæåíèè âåëîñèïåäà âûñîòà è
îðèåíòàöèÿ ñåäëà äîëæíû îñòàâàòüñÿ íåèçìåííûìè. Îòâåò ñîïðî-
âîäèòå êà÷åñòâåííûì ãðàôèêîì ïðîôèëÿ.

Çàäà÷à 3. Ñàìóðàé è öèëèíäð

Íà àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ëåæèò
öèëèíäð ðàäèóñà r = 10 ñì. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñàìóðàé ïåðå-
ðóáàåò öèëèíäð ïîïîëàì ïî âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè ïðîõîäÿùåé
÷åðåç åãî îñü.

1. Çàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëîâèíîê öèëèíäðà.

2. Îïðåäåëèòå íàèáîëüøóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü, êîòîðóþ ïðèîá-
ðåò¼ò ïîëîâèíêà öèëèíäðà çà âðåìÿ äâèæåíèÿ.

3. Îïðåäåëèòå ÷åðåç êàêîå âðåìÿ ïîëîâèíêè öèëèíäðà ñíîâà
ñîéäóòñÿ.
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4. Îïðåäåëèòå çíà÷åíèå óãëà ϕ ìåæäó ïëîñêîñòüþ ðàçðåçà è ãî-
ðèçîíòîì â ñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè: t = 0,1, 0,2, . . . 1,0 ñ.

Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g = 10 ì/ñ2. Ïðèâåäèòå îòâåòû ñ
îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ íå áîëåå 0,1 %.

Çàäà÷à 4. Ïðåíåïðèÿòíåéøåå èçâåñòèåPSfrag repla
ements
O

C

y

z

α

ω1

ω2

Ðèñ. 2.

Ãóáåðíàòîð óåçäíîãî ãîðîäà N
áûë çàñòèãíóò ïðåíåïðèÿòíåéøèì
èçâåñòèåì âî âðåìÿ ìûòüÿ ðóê. Êó-
ñîê ìûëà (îäíîðîäíûé êóá ñ ðåáðîì
a) âûñêîëüçíóë èç ðóê ãóáåðíàòîðà
è óïàë â ðàêîâèíó ïîëóñôåðè÷åñêîé
ôîðìû. Ìûëî äâèæåòñÿ òàê, ÷òî ÷å-
òûðå âåðøèíû êóáà ñêîëüçÿò ïî ïî-
âåðõíîñòè ðàêîâèíû áåç îòðûâà, à
òðåíèå ïðåíåáðåæèìî ìàëî.

Íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü êóñêà ìûëà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âè-
äå ñóììû ~ω1 è ~ω2, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

Ñòîðîíà êóáà a =
√

2/16 ì, ω1 = 2ω2 = 40/3 ðàä/ñ, g = 10 ì/c2,
R = OC = 5a/2. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò α = 45◦.

1. Ñêîëüêî ñòåïåíåé ñâîáîäû èìååò óïàâøåå ìûëî?

2. Íàéäèòå êîîðäèíàòû (x, y, z) öåíòðà ìàññ ìûëà ÷åðåç t =
1, 2, . . . 10 ñ.

3. Íàéäèòå óãîë, íà êîòîðûé ïîâåðí¼òñÿ ìûëî îòíîñèòåëüíî
îñè OC, â òå æå ìîìåíòû âðåìåíè.

Ïðèâåäèòå ÷èñëåííûå îòâåòû ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ
íå áîëåå 0,1 %.

Çàäà÷à 5. Òîðìîæåíèå ñïóòíèêà

Cïóòíèê âûâåäåí íà êðóãîâóþ îðáèòó Çåìëè â ðàçðåæåííûå
ñëîè àòìîñôåðû. Âñëåäñòâèå òîðìîæåíèÿ àòìîñôåðîé ñïóòíèê
íà÷èíàåò ñíèæàòüñÿ è äâèãàòüñÿ ïî ñïèðàëåâèäíîé êðèâîé, áëèç-
êîé ê êðóãîâîé. Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî
ôîðìóëå:

~F = −ρ(h)S v~v
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ãäå S � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñïóòíèêà; ρ(h) � ïëîòíîñòü
àòìîñôåðû êàê ôóíêöèÿ âûñîòû, êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ ôîð-
ìóëîé ρ(h) = ρ0 exp(−h/h0), ãäå ρ0 = 0,001750 ã/ñì3 � óñëîâíàÿ
ïëîòíîñòü àòìîñôåðû ó ïîâåðõíîñòè Çåìëè, à h0 = 7,7 êì.

Îïðåäåëèòå îòíîøåíèå (v0 − vT )/v0, ãäå v0 è vT � íà÷àëüíàÿ
ñêîðîñòü è ñêîðîñòü ñïóòíèêà ÷åðåç îäèí âèòîê ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðèâåäèòå îòâåò ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ íå áîëåå 0,1 %.
Ðàäèóñ Çåìëè ðàâåí rE = 6400 êì. Ñïóòíèê ñ÷èòàéòå øàðîì ðà-
äèóñà 30 ñì ñî ñðåäíåé ïëîòíîñòüþ ρs = 7,8 ã/ñì3. Íà÷àëüíàÿ
âûñîòà îðáèòû ðàâíà:

1. H1 = 150 êì;

2. H2 = 130 êì.

Çàäà÷à 6. Âîëêè öåëû, îâöû ñûòû

Ðàññìîòðèòå ìîäåëü ìåæâèäîâîé êîíêóðåíöèè:

ṗ = α(p)p− βpq,
q̇ = γpq − µq,

ãäå α(p) = γ(2p− ε p2) � êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé ¾ìàëü-
òóçèàíñêèé¿ ðîñò æåðòâû, β = 0,37, γ = 0,06, ε = 0,14, à 0,3 <
µ < 0,6 � ïàðàìåòð, âûðàæàþùèé ñêîðîñòü âûìèðàíèÿ õèùíèêà.

1. Ðàññ÷èòàéòå äèíàìèêó ïîïóëÿöèé õèùíèêîâ è æåðòâ â òå-
÷åíèå τ0 = 450 ïðè µ1 = 0,5. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ p0 = 9,
q0 = 2. Íàðèñóéòå êà÷åñòâåííûé ãðàôèê äèíàìèêè õèùíè-
êîâ q. Îïðåäåëèòå η îòíîøåíèå ñðåäíåãî êîëè÷åñòâà æåðòâ
ê ñðåäíåìó êîëè÷åñòâó õèùíèêîâ íà ó÷àñòêå τ = (300, 450).
Ïðèâåäèòå îòâåò ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ íå áîëåå
0,1 %

2. Âûïîëíèòå çàäàíèå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ïðè µ2 = 0,4.

3. Âûïîëíèòå çàäàíèå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè p0 = 8, q0 = 1.

4. Íàðèñóéòå êà÷åñòâåííûå ãðàôèêè äèíàìèêè ñèñòåìû íà ôà-
çîâîé ïëîñêîñòè p, q äëÿ ïðåäûäóùèõ çàäàíèé.

5. Îïèøèòå âîçìîæíûå âàðèàíòû ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ÷åðåç ïðî-
äîëæèòåëüíîå âðåìÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ µ.
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6. Êàê çàâèñèò ïîâåäåíèå ñèñòåìû ÷åðåç ïðîäîëæèòåëüíîå âðå-
ìÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

7. Îïðåäåëèòå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ µ, ïðè êîòîðûõ íàáëþäà-
åòñÿ ñìåíà êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ÷åðåç ïðîäîë-
æèòåëüíîå âðåìÿ.

Çàäà÷à 7. ¾Îäíîìåðíàÿ êîíâåêöèÿ¿

Ìåíçóðêà ðàäèóñà r � 1 çàïîëíåíà äî óðîâíÿ H = 1 æèäêî-
ñòüþ, ïëîòíîñòü ρ êîòîðîé íå çàâèñèò îò äàâëåíèÿ è ïðàêòè÷åñêè
íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû T . Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çà-
âèñèìîñòü òåìïåðàòóðû æèäêîñòè îò âûñîòû z èìååò âèä

T0(z) =
3z

2
.

Òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû ïîääåðæèâàåòñÿ ðàâíîé

Te(z) = 1 +
1

2
sin

5πz

2
.

Èçâåñòíî, ÷òî æèäêîñòü èìååò óäåëüíóþ òåïëî¼ìêîñòü c è îáìå-
íèâàåòñÿ ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé òåïëîì òîëüêî ÷åðåç ñòåíêè ìåí-
çóðêè, êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è êîòîðûõ α = ρcr/2.

Â ðåçóëüòàòå òåïëîîáìåíà ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé â æèäêîñòè
ïðîèñõîäèò êîíâåêöèÿ, òî åñòü ò¼ïëûå ñëîè æèäêîñòè ðàñøèðÿþò-
ñÿ è âñïëûâàþò ââåðõ ïîä äåéñòâèåì ñèëû Àðõèìåäà; õîëîäíûå
ñëîè, ñîîòâåòñòâåííî, ïîãðóæàþòñÿ âíèç. Ñ÷èòàÿ, ÷òî âî âðåìÿ
òàêèõ ïåðåäâèæåíèé òåìïåðàòóðû ñëî¼â íå èçìåíÿþòñÿ, ïîñòðîé-
òå òàáëèöó çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû æèäêîñòè T = T (z,t) â òî÷êàõ
z = 0, 0,1, 0,2, . . . 1 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0,7 ñ îòíîñèòåëüíîé
ïîãðåøíîñòüþ íå áîëåå 0,1 %.

Çíà÷åíèÿ âñåõ âåëè÷èí óêàçàíû â ñèñòåìå ÑÈ.
Ïðèìå÷àíèå. Ïîòîê òåïëà â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíè-

öó ïëîùàäè ñòåíêè ìåíçóðêè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ êîýôôèöèåíòà
òåïëîîòäà÷è α íà ðàçíîñòü òåìïåðàòóð æèäêîñòè è îêðóæàþùåé
ñðåäû.
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Ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Óäèâèòåëüíûé ìàÿòíèê

1. Äëÿ îòâåòà íà ïåðâûé âîïðîñ çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè è ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî:

ml2
ϕ̇2

2
−mgl cosϕ = const, ϕ̈ = −g

l
sinϕ.

2. ×òîáû îáåçðàçìåðèòü ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå, ñäåëàåì çà-
ìåíó t→ τ

√
l/g, òîãäà

d2ϕ

dτ 2
= − sinϕ.

Çàäà÷à 2. Ìýð-âåëîñèïåäèñò

PSfrag repla
ements
O

M
A

Px
y

s

ϕ

P ′

Ðèñ. 3.

Ââåä¼ì îñè x è y êàê ïîêàçàíî íà ðèñóí-
êå 3, è ïóñòü èçíà÷àëüíî êîëåñî ðàñïîëàãà-
ëîñü ïàðàëëåëüíî îñÿì. Òîãäà ñåðåäèíà ñòî-
ðîíû M áóäåò òî÷êîé êàñàíèÿ êîëåñà ñ äî-
ðîãîé è ñîâïàäàòü ñ òî÷êîé A. Ïóñòü êîëå-
ñî ïðîåõàëî íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå è ïîâåð-
íóëîñü íà óãîë ϕ. Ïîñêîëüêó ïðîñêàëüçûâà-
íèå îòñóòñòâóåò, äëèíà äóãè êðèâîé AP =
MP = s, ãäå P � íîâàÿ òî÷êà êàñàíèÿ. Åñëè
x, y � êîîðäèíàòû òî÷êè P , òî âûñîòà öåíòðà êîëåñà O íàéä¼òñÿ
êàê:

h = y + s sinϕ+ a cosϕ.

Íàéä¼ì ñìåùåíèå dh ïðè íåáîëüøîì ïîâîðîòå êîëåñà.

dh = dy + ds sinϕ+ s dϕ cosϕ− a dϕ sinϕ.

Ïðèðàùåíèå dy = −|PP ′| sinϕ = −ds sinϕ. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ
çàäà÷è dh = 0, òî ïîëó÷èì

dh = s dϕ cosϕ− a dϕ sinϕ = 0, s = a tgϕ.
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Òàê êàê tgϕ = −y′(x), ãäå y(x) � óðàâíåíèå ïðîôèëÿ äîðîãè,
ìîæíî çàïèñàòü:

dy

dx
= −s

a
, dx2 + dy2 = ds2,

Îòêóäà, âûáèðàÿ çíàêè ñîãëàñíî ðèñóíêó, íàéä¼ì:

dx =
ds√

(s/a)2 + 1
, dy = − ds√

(a/s)2 + 1
.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïðèä¼ì ê âûðàæå-
íèÿì

x = x0 + a arsh
s

a
, y = y0 −

√
s2 + a2 = y0 − a ch

x− x0
a

.

Çíà÷åíèÿ x0 è y0 çàâèñÿò îò âûáîðà íà÷àëà êîîðäèíàò. Ìîæíî èõ
âûáðàòü òàê, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò áóäåò ðàñïîëàãàòüñÿ â òî÷êå
êàñàíèÿ êîëåñà óãëîì. Ãðàôèê òàêîé ôóíêöèè

y = a

(√
2− ch

x−∆x

a

)
, ∆x = a arsh 1 = a ln(1 +

√
2)

ïðè a = 1 ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 4. Ïåðåïàä âûñîò íà äîðîãå
ñîñòàâëÿåò a(

√
2− 1), ýëåìåíòû äîðîãè äëèíîé 2∆x ïîâòîðÿþòñÿ.

1 2 3

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

Ðèñ. 4.
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Çàäà÷à 3. Ñàìóðàé è öèëèíäðPSfrag repla
ements
Ðèñ. 5.

1. Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ ïîëóöèëèíäðà
äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü çàêîí
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè ïîòðåáóåòñÿ
ðàññòîÿíèå δ îò öåíòðà ìàññ C
äî ëèíèè ñå÷åíèÿ (ðèñ. 5).

δ =
1

πr2/2

∫∫
D

ydxdy =
2

πr2

π∫
0

r∫
0

r2 sinϕdrdϕ =
4

3π
r.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ôèãóðû ðàâíà

Π = −mgδ cosϕ,

ãäå m � ìàññà.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû óäîáíî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ íàëè÷èåì ìãíîâåííîãî öåíòðà ñêîðîñòåé P .

T =
1

2
JP ϕ̇

2

Îïðåäåëèì JP , èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ãþéãåíñà�Øòåéíåðà:

JP = JC +mPC2.

Ìîìåíò èíåðöèè JC óäîáíî ñâÿçàòü ñ ìîìåíòîì èíåðöèè JO îò-
íîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñå÷åíèÿ (ðèñ. 5), êîòîðûé íåòðóäíî âû÷èñ-
ëèòü:

JO =
1

2
mr2, JO = JC +mδ2 ⇒ JC = JO −mδ2.

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ è ôîðìóëû

PC2 = δ2 sin2 ϕ+ (r − δ cosϕ)2
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â âûðàæåíèå äëÿ JP ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

JP =
3

2
mr2 − 2mrδ cosϕ.

Òàêèì îáðàçîì, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðèìåò âèä(
3

2
mr2 − 2mrδ cosϕ

)
ϕ̇2 = 2mgδ cosϕ, (1)

îòêóäà ìîæíî âûðàçèòü ϕ̇:

ϕ̇ = 2

√
gδ cosϕ

3r2 − 4rδ cosϕ
= 4

√
cosϕ

9π − 16 cosϕ
· g
r
, (2)

à ìîæíî, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (1), ïîëó÷èòü êëàññè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå äâèæåíèÿ:

ϕ̈ = −
(

9π

8
− 2 cosϕ

)−1 (g
r

+ ϕ̇2
)

sinϕ. (3)

2. Ìàêñèìàëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü, î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâóåò
ìèíèìóìó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ ïðè ϕ =
0. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó âåëè÷èíó â âûðàæåíèå äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè
ϕ̇, ïîëó÷èì:

ϕ̇max = 4

√
1

9π − 16
· g
r

= 11,4 ñ−1.

3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ïåðèîä ïîëó÷èâøèõñÿ êîëåáàíèé,
ìîæíî ëèáî ïðîèíòåãðèðîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2),
ëèáî çàïèñàòü:

dt

dϕ
=

√
3r2 − 4rδ cosϕ

4gδ cosϕ
=

√
9π − 16 cosϕ

16 cosϕ
· r
g
. (4)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ (4) îò íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ äî ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ, ïîëó÷èì çíà÷åíèå ÷åòâåðòè ïåðèîäà. Òàêèì îáðàçîì, ïå-
ðèîä:

τ = 4

√
r

g

π
2∫
0

√
9π

16 cosϕ
− 1 dϕ = 1,19 ñ.
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4. Èíòåãðèðîâàíèå (3) äà¼ò:

t 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
|ϕ| 1,42 0,936 0,0316 0,975 1,44

t 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
|ϕ| 1,57 1,41 0,896 0,0946 1,01

Çíà÷åíèÿ ϕ ïðèâåäåíû â òàáëèöå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Ãðà-
ôèê ϕ(t) ïðèâåä¼í íà ðèñ. 6.

0.5 1.0 1.5 2.0
t

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

j

Ðèñ. 6.

Çàäà÷à 4. Ïðåíåïðèÿòíåéøåå èçâåñòèå

Äâèæóùååñÿ â ðàêîâèíå ìûëî ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
òâ¼ðäîå òåëî ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé O, ó êîòîðîãî, êàê èçâåñòíî,
òðè ñòåïåíè ñâîáîäû. Â êà÷åñòâå îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò ìîæíî
âûáðàòü óãëû Ýéëåðà ϕ, ψ, θ. Òîãäà êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ êóáà
ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x = R sin θ cosψ,

y = R sin θ sinψ,

z = R cos θ.

Äëÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé ω1 è ω2 â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
ñïðàâåäëèâî:

ω1 = ϕ̇− ψ̇√
2
, ω2 =

ψ̇√
2
.
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Âûðàçèâ ϕ̇ è ψ̇ ÷åðåç èçâåñòíûå äàííûå, ïîëó÷èì:

ψ̇ = ω2

√
2, ϕ̇ = ω1 + ω2.

Óãîë íóòàöèè ìåæäó óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè ~̇ϕ è ~̇ψ ðàâåí θ =
3π/4.

Ìîìåíò èíåðöèè êóáà îòíîñèòåëüíî îñè OC:

C =
ma2

6
.

Ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè Ox äëÿ íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ
ïî òåîðåìå Ãþéãåíñà�Øòåéíåðà

A =
ma2

6
+mR2.

Ìîìåíò âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî òî÷êè O ñîçäà¼òñÿ ñèëîé
òÿæåñòè MO = mgR/

√
2.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå äàííûå â îñíîâíóþ ôîðìóëó ãèðîñêî-
ïèè:

MO = ~̇ψ × ~̇ϕ

(
C + (C − A)

ψ̇

ϕ̇
cos θ

)
.

Â ïðîåêöèè íà îñü x ïîëó÷èì

mgR√
2

= ω2(ω1 + ω2)

(
ma2

6
+mR2 ω2

ω1 + ω2

)
.

Ðàçäåëèâ ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåíñòâî íà ma2 è ïîäñòàâèâ ÷èñëåí-
íûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì âåðíîå ðàâåíñòâî.

Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äâèæåíèÿ êóñêà ìûëà óäî-
âëåòâîðÿþò îñíîâíîìó óðàâíåíèþ ãèðîñêîïèè. Ñëåäîâàòåëüíî, äâè-
æåíèå áóäåò ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèåé. Âî âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ îñòà-
þòñÿ íåèçìåííûìè âåëè÷èíû θ = 3π/4, à òàêæå ψ̇ = 20

√
2/3 ðàä/ñ

è ϕ̇ = 20 ðàä/ñ.
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Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò ϕ = 0, ψ = 0, òîãäà êîîðäèíàòû
öåíòðà ìàññ ìåíÿþòñÿ ïî çàêîíó:

x =
1√
2
R cos ψ̇t,

y =
1√
2
R sin ψ̇t,

z =
1√
2
R = const .

Ïîâîðîò âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè ïðîèñõîäèò ñ ïîñòîÿííîé ïî
ìîäóëþ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ϕ̇. Óãîë ïîâîðîòà

ϕ(t) = ϕ̇t

.
Ïðèâåä¼ì ÷èñëåííûå îòâåòû â âèäå òàáëèöû:
t x y z ϕ
1 0,000518 0,156 −0,156 20
2 −0,00104 −0,156 −0,156 40
3 0,00155 0,156 −0,156 60
4 −0,00207 −0,156 −0,156 80
5 0,00259 0,156 −0,156 100
6 −0,00311 −0,156 −0,156 120
7 0,00362 0,156 −0,156 140
8 −0,00414 −0,156 −0,156 160
9 0,00466 0,156 −0,156 180
10 −0,00517 −0,156 −0,156 200

Çàäà÷à 5. Òîðìîæåíèå ñïóòíèêà

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: M , R, ρs, v � ìàññà, ðàäèóñ, ïëîòíîñòü
è ñêîðîñòü ñïóòíèêà ñîîòâåòñòâåííî, m � ìàññà Çåìëè. Ìàññà è
ïîïåðå÷íàÿ ïëîùàäü ñïóòíèêà ðàâíû:

M =
4

3
ρsπR

3,

S = πR2.
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Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò (r, ϕ) ñ íà÷àëîì îòñ÷¼òà â öåíòðå Çåìëè.

r̈ = rϕ̇2 − Gm

r2
+ f ṙ,

rϕ̈ = −2ṙϕ̇+ frϕ̇.

Ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå

f = −ρ(h)v
S

M
,

ãäå ñêîðîñòü ñïóòíèêà ðàâíà v =
√
ṙ2 + (rϕ̇)2 Îáåçðàçìåðèì ñè-

ñòåìó. Äëÿ ýòîãî îòíîðìèðóåì ðàññòîÿíèÿ íà rE, à âðåìÿ íà ω0 =
Gm/r30

t→ t′ = tω0,

r → r′ =
r

rE
.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä

r̈ = rϕ̇2 − 1

r2
+ f ṙ,

ϕ̈ = −2ṙϕ̇

r
+ fϕ̇.

Òåïåðü óæå

f = −3

4

ρ(h)

ρs

rE
R
v.

à ñêîðîñòü ñïóòíèêà v âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðåæíåé ôîðìóëå. Íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ äëÿ íàøåé ñèñòåìû òàêîâû:

r(0) = 1 +
H0

rE
,

ϕ(0) = 0,

ṙ(0) = 0,

ϕ̇(0) = r(0)−3/2.
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×èñëåííî ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé, íàõîäèì ìîìåíò âðåìåíè
T , êîãäà ñïóòíèê çàâåðøèò ïåðâûé îáîðîò: ϕ(T ) = 2π, è èñêîìîå
îòíîøåíèå ñêîðîñòåé. Â ïåðâîì ñëó÷àå ÷èñëåííûé ðàñ÷åò äàåò
T = 6,50456 è

v(0)− v(T )

v(0)
= −8,557 · 10−5.

Ïðè ïàäåíèè ñïóòíèêà åãî ñêîðîñòü âîçðàñòàåò.
Âî âòîðîì ñëó÷àå ñïóòíèê óïàäåò íà Çåìëþ óæå íà ïåðâîì

âèòêå (òî÷íåå, åùå ðàíüøå ñãîðèò â ïëîòíûõ ñëîÿõ àòìîñôåðû),
ïîñêîëüêó â ìîìåíò âðåìåíè t1 = 6,41 :

r(t1) = 1,000,

ϕ(t1) = 6,062 < 2π.

Çàäà÷à 6. Âîëêè öåëû, îâöû ñûòû

Ïîñêîëüêó ïåðâûå 4 ïóíêòà çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê ÷èñëåííîìó èí-
òåãðèðîâàíèþ ïðåäëîæåííîé ñèñòåìû, ïðèâåä¼ì çäåñü ïîëó÷åí-
íûå ãðàôèêè (ðèñ. 7).
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Ðèñ. 7.

Âûðàæåíèå äëÿ η:

η =

450∫
300

p(τ)dτ

450∫
300

q(τ)dτ

, η1 = 7,40, η2 = 6,63, η3 = 6,80.
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Ãðàôèêè ïîëó÷åííûõ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñóíêå ??.

Ïî ôàçîâûì òðàåêòîðèÿì ìîæíî îïèñàòü ýâîëþöèþ ñèñòåìû.
Âèäíî, ÷òî ïðè µ = µ1 êîëè÷åñòâî õèùíèêîâ è æåðòâ ñòðåìÿòñÿ
ê íåêîòîðûì ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèÿì, à ïðè µ = µ2 ñèñòåìà
ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó, àñèìïòîòè÷åñêè áëèçêîìó ê ïåðèîäè÷åñêîìó
(ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó).

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äåòàëüíîìó àíàëèçó ñèñòåìû èçáàâèìñÿ
îò áîëüøèíñòâà êîýôôèöèåíòîâ ïåðåíîðìèðîâêîé. Ïîëîæèì:

p→ x/ε, q → yβγ/ε, τ → tε/γ, µ→ mγ/ε.

Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèîáðåòóò âèä

ẋ = (2x− x2)x− xy,
ẏ = xy −my,

ãäå ïàðàìåòð 0,7 < m < 1,4.
Íàéä¼ì îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (ẋ = ẏ = 0). Òàêèìè òî÷êàìè

áóäóò

O = (0, 0), A = (2, 0), Q = (m, 2m−m2).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû çàïèøåì
ìàòðèöó ßêîáè ñèñòåìû:

J =

(
4x− 3x2 − y −x

y −m+ x

)
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Äëÿ òî÷êè O ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû J ÿâëÿþò-
ñÿ λ = 0, − m. Çàìåòèì, ÷òî âäîëü îñè x âáëèçè òî÷êè O ẋ =
2x2 − x3 > 0, òàêèì îáðàçîì òî÷êà O � ñåäëî (òàê êàê â ðàç-
íûõ íàïðàâëåíèÿõ åñòü êàê ïðèòÿãèâàþùèå, òàê è îòòàëêèâàþ-
ùèå âåêòîðû).

Äëÿ òî÷êè A λ = −4, 2 − m. Ïîñêîëüêó ïðè çàäàííûõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò ðàçíûå çíàêè, òî
çàêëþ÷àåì, ÷òî è ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû J äëÿ òî÷êè Q â çàäàííîì
äèàïàçîíå ïàðàìåòðà m ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè λ = m − m2 ±
im
√

1 +m−m2. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè m > 1 (µ > γ/ε = 0,429)
òî÷êà Q ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì (ïðèòÿãèâàþùèì) ôîêóñîì, ïðè-
÷¼ì, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî ïðè ýòîì íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ñèñòåìà ÷åðåç íåêîòîðîå
âðåìÿ îêàæåòñÿ â òî÷êå Q (ïóíêò 1).
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Ðèñ. 9.

Ïðè m < 1 òî÷êà Q ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì (îòòàëêèâàþ-
ùèì) ôîêóñîì. Ïðîèíòåãðèðîâàâ ñèñòåìó ïðè íåñêîëüêèõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðà, ìîæíî ïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ
ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé öèêë, ê êîòîðîìó ñòðåìèòñÿ ñèñòåìà ëèáî
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ñíàðóæè (êàê â ïóíêòå 2), ëèáî èçíóòðè (êàê â ïóíêòå 3).
Èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè m = 1 òî÷êà

Q ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì ôîêóñîì.
Ðåçóëüòàòû àíàëèçà ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íà ôàçîâûõ äèàãðàì-

ìàõ (ðèñ. ??).
Òàêèì îáðàçîì, ïðè µ > γ/ε = 0,429 ñèñòåìà ñîâåðøàåò çà-

òóõàþùèå êîëåáàíèÿ âîêðóã óñòîé÷èâîãî ôîêóñà, à ïðè µ < γ/ε
ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëüíîìó öèêëó, ïðè÷¼ì îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé
ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî ôàçà ïðåäåëüíûõ ïîïóëÿöèîííûõ âîëí,
íî íèêàê íå àìïëèòóäà èëè ôîðìà.

Çàäà÷à 7. ¾Îäíîìåðíàÿ êîíâåêöèÿ¿

Ïîñòðîèì ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ çàâèñèìîñòü T = T (z,t) òåì-
ïåðàòóðû æèäêîñòè îò âðåìåíè t è âûñîòû z.

Òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ ñëîÿ æèäêîñòè âûñîòîé h, ãäå r � h � H,
íàõîäÿùåãîñÿ íà óðîâíå z, ðàâíà Q ≈ cT (z,t)πr2hρ. Åñëè êîíâåê-
öèÿ îòñóòñòâóåò, òî Q ìîæåò èçìåíèòüñÿ òîëüêî çà ñ÷¼ò òåïëîîá-
ìåíà ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé:

∂Q/∂t = α(Te − T )2πrh.

(Âåðòèêàëüíûìè òåïëîâûìè ïîòîêàìè â æèäêîñòè çäåñü ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü, òàê êàê r � h.) Ðàñêðûâ ñêîáêè è ó÷èòûâàÿ ñîîòíî-
øåíèå 2α = ρcr ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂T/∂t = Te − T. (5)

Äëÿ ó÷¼òà êîíâåêöèè ðàçîáú¼ì âåñü ñòîëá æèäêîñòè íà n ÿ÷å-
åê âûñîòîé H/n, ãäå n ∈ N òàêîâî, ÷òî r � H/n � H. Òîãäà
äèñêðåòíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ (??) èìååò âèä

T s+1
k = T sk + (Te(zk)− T sk )τ,

ãäå τ > 0 � øàã ïî âðåìåíè, s ∈ N � íîìåð øàãà ïî âðåìåíè,
zk = kH/n è T sk � òåìïåðàòóðà k-òîé ÿ÷åéêè ïðè t = sτ .

Åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè îêàæåòñÿ, ÷òî T sk < T sl ïðè
l < k, ÿ÷åéêà �l íà÷í¼ò âñïëûâàòü ïîä äåéñòâèåì ñèëû Àðõè-
ìåäà, à ÿ÷åéêà �k áóäåò ïîãðóæàòüñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿ-
æåñòè. Ýòîò ïðîöåññ áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ÷èñëà
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{T sk}k=1,2,...n íå ñòàíóò óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ. Ïî óñëîâèþ
êîíâåêöèÿ ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíî áûñòðåå, ÷åì òåïëîîáìåí, ïî-
ýòîìó äëèòåëüíîñòü äàííîãî ïðîöåññà ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëîé ïî
ñðàâíåíèþ ñ τ . Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîäåëü êîíâåêöèè ðàññìàòðèâàå-
ìîé æèäêîñòè ïðèíèìàåò âèä

T
s+1/2
k = T sk + (Te(zk)− T sk ) τ,

T s+1
k =

(
T
s+1/2
k

)]
,

ãäå (·)] îçíà÷àåò ñîðòèðîâêó ïî âîçðàñòàíèþ (ïî èíäåêñó k).
Ïðèìåíèâ ÷èñëåííûå ðàñ÷¼òû ïðè n = 100 è τ = 0,001, ïî-

ëó÷èì çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû îò âûñîòû ïðè t = 0,7, ãðàôèê
êîòîðîé ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå ??. Òðåáóåìûå çíà÷åíèÿ ïðåä-
ñòàâëåíû â òàáëèöå.

z 0. 0.1 0.2 0.3 0.4
T (z) 0.504 0.756 0.801 0.801 0.801

z 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
T (z) 0.802 0.802 0.847 1.099 1.352 1.5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2
0.4
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1.4 TeHzL
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