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Ïðåäèñëîâèå

Ïîäãîòîâêà è ïðîâåäåíèå ñòóäåí÷åñêèõ îëèìïèàä ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîîáðà�
çóþùèì ýëåìåíòîì îðãàíèçàöèè òâîð÷åñêîé ó÷åáíî-ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëü�
íîñòè â âûñøåé øêîëå. Ó÷àñòèå ñòóäåíòîâ â îëèìïèàäíîì äâèæåíèè ñïî�
ñîáñòâóåò ðàçâèòèþ èõ òâîð÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, à òàêæå áîëåå ñèñòåìíîìó
è ãëóáîêîìó óñâîåíèþ ïðîôåññèîíàëüíûõ çíàíèé. Ðàçâèòèå îëèìïèàäíîãî
äâèæåíèÿ ïîìîãàåò âûÿâëÿòü è ïîääåðæèâàòü òàëàíòëèâóþ ìîëîäåæü, ïðè�
âëåêàòü è çàêðåïëÿòü åå â ñôåðå íàóêè, îáðàçîâàíèÿ è âûñîêèõ òåõíîëîãèé.
Èìåííî íà ðåøåíèå ïîäîáíûõ çàäà÷ íàïðàâëåíà îðãàíèçàöèÿ íà áàçå ÌÔ�
ÒÈ Âñåðîññèéñêîé ñòóäåí÷åñêîé îëèìïèàäû ïî ìåõàíèêå è ìàòåìàòè÷åñêîìó
ìîäåëèðîâàíèþ.

ÂÑÎ ÌÌÌ ïðîâîäèòñÿ ñ öåëüþ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ êà÷åñòâà ïîäãîòîâêè
ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè êëàññè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè è ìàòåìàòè÷å�
ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, à òàêæå äëÿ ïîâûøåíèÿ èíòåðåñà ñòóäåíòîâ ê èçáðàí�
íîé ïðîôåññèè, âûÿâëåíèÿ îäàð¼ííîé ìîëîä¼æè è ôîðìèðîâàíèÿ êàäðîâîãî
ïîòåíöèàëà äëÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé è ïðîèçâîäñòâåííî-ïðåäïðèíèìà-
òåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè.

Âñå âîïðîñû îðãàíèçàöèè è ïðîâåäåíèÿ ÂÑÎ ÌÌÌ íàõîäÿòñÿ â êîìïå�
òåíöèè ðóêîâîäñòâà ÌÔÒÈ è ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîãî îáúåäèíåíèÿ âóçîâ ÐÔ
ïî îáðàçîâàíèþ â îáëàñòè ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòèêè è ôèçèêè (ÓÌÎ).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëîæåíèåì î ÂÑÎ ÌÌÌ â îëèìïèàäå ìîãóò ïðèíè�
ìàòü ó÷àñòèå ñòóäåíòû, îáó÷àþùèåñÿ ïî îáðàçîâàòåëüíûì ïðîãðàììàì ðàç�
íûõ íàïðàâëåíèé, ñïåöèàëüíîñòåé è ñïåöèàëèçàöèé âñåõ êóðñîâ îáó÷åíèÿ è
âñåõ âóçîâ Ðîññèè íåçàâèñèìî îò èõ âåäîìñòâåííîé ïîä÷èí¼ííîñòè è îðãàíè�
çàöèîííî-ïðàâîâîé ôîðìû. Â íåé ìîãóò òàêæå ïðèíèìàòü ó÷àñòèå ãðàæäàíå
äðóãèõ ãîñóäàðñòâ � ñòóäåíòû ðîññèéñêèõ âóçîâ, âóçîâ ÑÍÃ è äðóãèõ ñòðàí.

Îëèìïèàäà ïðîâîäèòñÿ â äâóõ íîìèíàöèÿõ äëÿ äâóõ ãðóïï âóçîâ: ëè÷�
íûé è êîìàíäíûé êîíêóðñ. Ïåðâàÿ íîìèíàöèÿ (ëè÷íûé êîíêóðñ) ïðîâîäèòñÿ
ïî ïðèíöèïó ëè÷íîãî ïåðâåíñòâà. Âòîðàÿ íîìèíàöèÿ (êîìàíäíûé êîíêóðñ)
ïðîâîäèòñÿ ïî ïðèíöèïó êîìàíäíîãî ïåðâåíñòâà ïî íàèìåíüøåé ñóììå ìåñò,
íàáðàííûõ òðåìÿ ó÷àñòíèêàìè äàííîãî âóçà â ëè÷íîì êîíêóðñå. Â ïåðâóþ
ãðóïïó âõîäÿò âóçû, ñðåäè ó÷àñòíèêîâ êîìàíä êîòîðûõ èìåþòñÿ ïîáåäèòåëè
íàöèîíàëüíûõ îëèìïèàä øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå, ôèçèêå è èíôîðìàòèêå.
Âî âòîðóþ ãðóïïó âõîäÿò îñòàëüíûå âóçû.

Ïåðâûé îòáîðî÷íûé òóð ÂÑÎ ÌÌÌ (çàî÷íûé Èíòåðíåò òóð) ïðîâîäèò�
ñÿ íà áàçå ÌÔÒÈ. Âòîðîé ôèíàëüíûé òóð ÂÑÎ ÌÌÌ ïðîâîäèòñÿ î÷íî â
ÌÔÒÈ. Ê ó÷àñòèþ âî âòîðîì ôèíàëüíîì òóðå ÂÑÎ ÌÌÌ äîïóñêàþòñÿ ñòó�
äåíòû, ïðîøåäøèå ðåãèñòðàöèþ:
� ëèáî ñîãëàñíî çàÿâêå âóçà, ïðåäñòàâëåííîé â îðãêîìèòåò îëèìïèàäû äî 16
íîÿáðÿ 2010 ã.;
� ëèáî ïî èòîãàì ïåðâîãî îòáîðî÷íîãî òóðà ÂÑÎÌÌÌ, ïðîâîäèìîãî ÌÔÒÈ.
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Ôèíàëüíûé òóð ðàññ÷èòàí íà ïÿòü ÷àñîâ è âêëþ÷àåò â ñåáÿ âîñåìü çà�
äàíèé ðàçíîé ñëîæíîñòè (îò ñàìûõ ïðîñòûõ çàäà÷ äî àêòóàëüíûõ ïðîáëåì
ìåõàíèêè, ÿâëÿþùèõñÿ ïðåäìåòîì ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé). Ïðåäìåòíàÿ
îáëàñòü çàäàíèé âòîðîãî ôèíàëüíîãî òóðà � êëàññè÷åñêàÿ, íåáåñíàÿ è ïðè�
êëàäíàÿ ìåõàíèêà. Â ðàìêàõ îáùåïðèíÿòûõ äëÿ ýòèõ îáëàñòåé çíàíèé ïîä�
õîäîâ ó÷àñòíèêàì ïðåäëàãàåòñÿ âûáðàòü íàèáîëåå ïîäõîäÿùóþ ìîäåëü äëÿ
îïèñàíèÿ òîé èëè èíîé ïîñòàâëåííîé ïðîáëåìû, ïðîâåñòè àíàëèç ýòîé ìî�
äåëè è ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå èëè ÷èñëåííîå ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó çàäà÷è
âòîðîãî ôèíàëüíîãî òóðà ÂÑÎ ÌÌÌ äîïóñêàþò ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ó÷àñò�
íèêàì ðàçðåøàåòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ ñîáñòâåííûìè íîóòáóêàìè ñ ëþáûìè ìàòå�
ìàòè÷åñêèìè ïàêåòàìè, à òàêæå ëèòåðàòóðîé è ñïðàâî÷íûìè ìàòåðèàëàìè,
ïîäãîòîâëåííûìè ñàìîñòîÿòåëüíî.

Íåñìîòðÿ íà äîâîëüíî øèðîêèé ñïåêòð ïðîáëåì, îòíîñÿùèõñÿ ê ñîâðå�
ìåííîé ìåõàíèêå, ïîäõîäû ê ýòèì ïðîáëåìàì îïèðàþòñÿ íà ðÿä îñíîâíûõ
ïîíÿòèé, çàêîíîâ, ïðèíöèïîâ è ìåòîäîâ îáùèõ äëÿ âñåõ îáëàñòåé ìåõàíèêè.
Ýòà îáùíîñòü ïîäõîäà ê ìîäåëèðîâàíèþ â ìåõàíèêå ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü
íà âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ ïðåäëàãàåìûõ çàäà÷ â ðàìêàõ óìåíèé è çíàíèé,
îáåñïå÷åííûõ îáðàçîâàòåëüíûìè ïðîãðàììàìè òåõíè÷åñêèõ âóçîâ. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ìíîãîîáðàçèå èññëåäóåìûõ â ìåõàíèêå ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé äàåò
âîçìîæíîñòü ôîðìóëèðîâàòü çàäà÷è, âûçûâàþùèå ó ó÷àñòíèêîâ òâîð÷åñêèé
èíòåðåñ.

Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ áàíêà çàäà÷ äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÂÑÎ ÌÌÌ ïðåäïîëàãà�
åòñÿ ïðèâëåêàòü íå òîëüêî ïðåïîäàâàòåëåé ÌÔÒÈ, íî è ïðåäñòàâèòåëåé âóçîâ
ÓÌÎ â îáëàñòè ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòèêè è ôèçèêè.

Ïîäâåäåíèå èòîãîâ â ëè÷íîì êîíêóðñå ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèåì áàë�
ëîâ.

Ïðè ðàâåíñòâå íàáðàííûõ áàëëîâ ó ó÷àñòíèêîâ, ïîêàçàâøèõ òðè íàèáîëåå
âûñîêèõ ðåçóëüòàòà, áîëåå âûñîêîå ìåñòî ïðèñóæäàåòñÿ ó÷àñòíèêó, èìåþùå�
ìó:
� íàèáîëüøåå ÷èñëî ïîëíûõ áàëëîâ ïî çàäà÷àì;
� áîëåå âûñîêèå áàëëû ïî îòäåëüíûì çàäà÷àì.

Ïðè ðàâåíñòâå áàëëîâ ó îñòàëüíûõ ó÷àñòíèêîâ êîíêóðñà èì ïðèñóæäàþò�
ñÿ îäèíàêîâûå ìåñòà.

Ïîáåäèòåëè è ïðèç¼ðû íàãðàæäàþòñÿ äèïëîìàìè, äåíåæíûìè ïðåìèÿìè
è ïàìÿòíûìè ïîäàðêàìè.

4



Ôèíàëüíûé òóð

Âñåðîññèéñêîé ñòóäåí÷åñêîé îëèìïèàäû

ïî ìåõàíèêå è ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ

21 íîÿáðÿ 2010 ã.

Çàäà÷à 1. Íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð

Îäíîðîäíûé äèñê ìàññûm êàòèòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî ãî-
ðèçîíòàëüíîé íàïðàâëÿþùåé, âçàèìîäåéñòâóÿ ñ ïðóæèíîé, æ¼ñò-
êîñòü êîòîðîé k, à äëèíà â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè l0. Îäèí
êîíåö ïðóæèíû ïðèêðåïë¼í ê öåíòðó äèñêà, à äðóãîé çàôèêñèðî-
âàí â òî÷êå A ïîä íàïðàâëÿþùåé, òàê, ÷òî, êîãäà ïðóæèíà âåðòè-
êàëüíà, å¼ äëèíà ðàâíà l (l > l0). Ñ÷èòàÿ, ÷òî â îïèñàííîé ñèñòåìå
íåëèíåéíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé, ïðåäñòàâüòå å¼ óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ â ôîðìå îñöèëëÿòîðà ñ íåëèíåéíîñòüþ ñòåïåíè n:

q̈ + ω2(q + µqn) = 0.

Îïðåäåëèòå êîíñòàíòû ω2, µ è n.

Çàäà÷à 2. Àëüïèíèñòêèé ñëó÷àéPSfrag replacements F

m

L

~g

β

Ðèñ. 1

Ê òåëó ìàññîé m = 1 êã ïðè-
êðåïëåíà ëåãêàÿ íèòü, âòîðîé
êîíåö êîòîðîé ïåðåêèíóò ÷åðåç
íåâåñîìûé áëîê, óñòàíîâëåííûé
â âåðøèíå íåïîäâèæíîé ïðèç-
ìû ñ óãëîì β = 80◦. Â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò òåëî óäåðæèâàþò â
òàêîì ïîëîæåíèè, ÷òî íèòü ãî-
ðèçîíòàëüíà è íàòÿíóòà, ðàññòî-
ÿíèå îò òåëà äî áëîêà ðàâíî L =
1 ì. Òåëî îòïóñêàþò áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, à íèòü òÿíóò ñ ïî-
ñòîÿííîé ñèëîé F . Íàéòè òàêîå çíà÷åíèå ñèëû F , ïðè êîòîðîì
ïðîèçîéä¼ò óäàð òåëà î ïðèçìó, ïðè÷¼ì ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæ-
íûì óäàðíûì èìïóëüñîì.
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Ðàçìåðû áëîêà è òðåíèå â í¼ì ñ÷èòàþòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëû-
ìè. Çàïàñ íèòè ñêîëü óãîäíî âåëèê. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ
g = 10 ì/ñ2. ×èñëåííûé îòâåò ñëåäóåò ïðèâåñòè â âèäå äåñÿòè÷íîé
äðîáè, ÷òîáû ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøàëà 10−3.

Çàäà÷à 3. Äâóìåðíûé ê¼ðëèíã

Òîíêèé îäíîðîäíûé äèñê ðàäèóñà R ëåæèò íà øåðîõîâàòîé
ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè äèñêó
ñîîáùàåòñÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω0 6= 0, íàïðàâëåííàÿ âåðòèêàëüíî,
à öåíòðó ìàññ äèñêà ñîîáùàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ñêîðîñòü v0 6=
0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé
â ïÿòíå êîíòàêòà ðàâíîìåðíîå è òðåíèå ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Êó-
ëîíà. Íàéòè áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ äèñêà
ê åãî óãëîâîé ñêîðîñòè v/(ωR) â ìîìåíò îñòàíîâêè äèñêà.

Óêàçàíèå. Ðåêîìåíäóåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ àïïðîêñèìàöèÿìè
Ïàäå âòîðîãî ïîðÿäêà ìîäóëåé ãëàâíîãî âåêòîðà è ãëàâíîãî ìî-
ìåíòà ñèë òðåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî:

F (k) = mgf
k2 + k

k2 + k + 1
, M(k) = 2mgfR

k + 1

8k2 + 3k + 3
.

Çäåñü k = v/(ωR), g = 10 ì/ñ2 � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ, f = 0,2 � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ. Â êà÷åñòâå òåñòîâûõ íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé ðàññìîòðåòü ïàðû (v0, ω0R):

(u, u), (u, 2u), (2u, u), (2u, 2u), ãäå u = 1 ì/c.

×èñëåííûå îòâåòû ñëåäóåò ïðèâåñòè â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè,
÷òîáû àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøàëà 10−2.

Çàäà÷à 4. Âîë÷îê

Äèíàìè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé âîë÷îê ìîæåò äâèãàòüñÿ ïî àáñî-
ëþòíî ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, êàñàÿñü å¼ ñâîèì îñòðè-
¼ì. Ïóñòü m = 1 êã � ìàññà âîë÷êà, l = 0,25 ì � ðàññòîÿíèå
îò öåíòðà ìàññ äî îñòðèÿ, C = 1 êã ·ì2 � ìîìåíò èíåðöèè âîë÷êà
îòíîñèòåëüíî îñè äèíàìè÷åñêîé ñèììåòðèè, A = 0,5 êã · ì2 � ìî-
ìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ëþáîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð
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ìàññ è ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè ñèììåòðèè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò
îñü ñèììåòðèè ñîñòàâëÿåò ñ âåðòèêàëüþ óãîë θ0 = π/8. Óñêîðåíèå
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ïðèíÿòü ðàâíûì g = 10 ì/ñ2.

1. Ïîäáåðèòå íà÷àëüíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü âîë÷êà òàê, ÷òîáû
ïðè äâèæåíèè âîë÷êà ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè óãëà ïðåöåñ-
ñèè ψ̇(t), áûëà íåîòðèöàòåëüíîé, íî èìåëà áû ñ÷¼òíîå ÷èñëî
íóëåé. Äîñòàòî÷íî óêàçàòü îäíî ðåøåíèå.

2. Ïðîâåäèòå ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò è îïðåäåëèòå íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ, äëÿ êîòîðûõ ψ̇(t) ïðè äâèæåíèè âîë÷êà, ñîîòâåò-
ñòâóþùåì èçìåíåíèþ óãëà ψ îò 0 äî 2π, èìååò ðîâíî äåñÿòü
íóëåé. Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè îäèí îòâåò. Îòâåò ñëåäóåò ïðè-
âåñòè â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, ÷òîáû àáñîëþòíàÿ ïîãðåø-
íîñòü íå ïðåâûøàëà 10−2.

Çàäà÷à 5. Ñïóòíèê äâîéíîé çâåçäû

Äâå çâåçäû α è β ìàññû M êàæäàÿ, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòî-
ðûìè 2R, âðàùàþòñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà ïî êðóãîâûì îðáè-
òàì, îáðàçóÿ äâîéíóþ çâåçäó. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ñïóòíè-
êà ìàññû m�M â ñèñòåìå îòñ÷¼òà, ñâÿçàííîé ñî çâ¼çäàìè α è β,
â êîòîðîé óäàë¼ííûå íåáåñíûå òåëà âðàùàþòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, ñ ñèñòåìîé åäèíèö òàêîé, ÷òî M = 1, R = 1 è ãðàâèòà-
öèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ G = 1.

1. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà â äåêàðòîâûõ êî-
îðäèíàòàõ. Çâ¼çäû ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ (x, y) = (±1, 0).

2. Íàçîâ¼ì ¾âîñüì¼ðêîé¿ ïëîñêóþ çàìêíóòóþ ñàìîïåðåñåêàþ�

ùóþñÿ òðàåêòîðèþ ñïóòíèêà, ïåðåñåêàþùóþ îòðåçîê ìåæ�

äó çâ¼çäàìè áîëåå îäíîãî ðàçà çà ïåðèîä. Ïóñòü â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè ñïóòíèê íàõîäèòñÿ ïîñåðåäèíå ìåæäó çâ¼ç-
äàìè, à åãî ñêîðîñòü íàïðàâëåíà ïî îñè x. Íàéäèòå âåëè÷èíó
ñêîðîñòè v0, ïðè êîòîðîé åãî òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ¾âîñüì¼ð-
êîé¿, à ïåðèîä íå ïðåâûøàåò 9π. Äîñòàòî÷íî óêàçàòü îäíî
ðåøåíèå.

7



×èñëåííûå îòâåòû ñëåäóåò ïðèâåñòè ê äåñÿòè÷íîé äðîáè òàê, ÷òî-
áû ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøàëà 10−3.

Çàäà÷à 6. Î ïàäàþùèõ êàðàíäàøàõ

Ïîä êàêèì óãëîì ê âåðòèêàëè ϕ0 íàäî ïîñòàâèòü êàðàíäàø
íà ñòîë, ÷òîáû îí ïàäàë t = 1 ãîä. Äëèíà êàðàíäàøà l = 15 ñì.
Êàðàíäàø ñ÷èòàòü îäíîðîäíûì ñòåðæíåì ñ ïðåíåáðåæèìî ìà-
ëîé òîëùèíîé. Ïðîñêàëüçûâàíèå ìåæäó êàðàíäàøîì è ñòîëîì
îòñòóòñòâóåò. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ïðèíÿòü ðàâíûì g =
10 ì/ñ2.

Îòâåò ñëåäóåò ïðåäñòàâèòü â ðàäèàíàõ â ñëåäóþùåì âèäå: ìàí-
òèññà (âåùåñòâåííîå ÷èñëî îò 1,00 äî 9,99) c äâóìÿ çíàêàìè ïîñëå
çàïÿòîé è ýêñïîíåíòà (öåëîå ÷èñëî).

Íàïðèìåð, ϕ0 = 1,59︸︷︷︸
ìàíòèññà

·10

ýêñïîíåíòà︷︸︸︷
−6 .

Çàäà÷à 7. Âðåìÿ ðàçáðàñûâàòü êàìíè

ÏóñòüM îáîçíà÷àåò ìàññó êàìíåé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïåðåêðû-
òèÿ ðåêè, åñëè â åäèíèöó âðåìåíè â ðåêó çàñûïàåòñÿ ìàññà m,
õàðàêòåðíûé ðàçìåð ôèêñèðîâàííîãî ïðîôèëÿ ðåêè l, ñêîðîñòü
òå÷åíèÿ v, ïëîòíîñòü âîäû ρ, óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g.

1. Ïîêàæèòå, ÷òî âñåãî åñòü òðè íåçàâèñèìûå áåçðàçìåðíûå
êîìáèíàöèè:

m

M

√
l

g
,

gl

v2
è

m

vρl2
.

2. Ïîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ψ(∗, ∗), ÷òî

M = m

√
l

g
ψ

(
gl

v2
,
m

vρl2

)
.
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Çàäà÷à 8. Âñïîìíèòü âñ¼

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó àëãåáðî�äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
âîçíèêàþùóþ ïðè ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè ïðè
ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà:

Bx = 0,

x′ +Bτy = Ax,

x(0) = x0,

(1)

ãäå x = x(t) è y = y(t) � ñòîëáöû, x′ ≡ dx/dt, t ∈ [0, 1],

A =


−3 1 5 −3 0
−5 2 3 −3 −5
−5 −5 −2 −3 −2
−3 −4 −4 −3 −1

1 4 −3 0 −5

 , B =

 −2 −4 −3 0 1
−1 3 2 −5 3
−2 5 0 2 3

 ,

Bτ � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà B.

1. Äîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå Bx0 = 0 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è
äîñòàòî÷íûì äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1).

2. Ðåøèòå çàäà÷ó (1) ÷èñëåííî ïðè x0 = (−7, −4, 10, 3, 0)τ .
Ïîñòðîéòå òàáëèöó çíà÷åíèé âåëè÷èíû r(t) = ‖x(t)‖2 =

√
x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

5

ïðè t = 0, 0,1, 0,2, 0,3, . . . 1. Àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü îòâå-
òîâ íå äîëæíà ïðåâûøàòü 10−3.

Óêàçàíèå. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó
Ôðåäãîëüìà è ìåòîä Ãðàìà�Øìèäòà.
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Ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð

Â êà÷åñòâå êîîðäèíàòû âûáåðåì ñìåùåíèå öåíòðà ìàññ äèñêà
x èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-
ãèè äèñêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî:

T =
3

4
mẋ2, Π =

k

2

(√
x2 + l2 − l0

)2

Òîãäà îáîáù¼ííàÿ ñèëà

Qx = −kx
(

1− l0√
l2 + x2

)
= −kx

(
1− l0

l

(
1 +

x2

l2

)−1/2
)
≈

≈ −kx
(

1− l0
l

(
1− x2

2l2

))
= −c1x− c2x

3,

ãäå c1 = k
l − l0
l

, à c2 = k
l0

2l3
.

Îêîí÷àòåëüíî, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñèñòåìû çàïèñûâàåòñÿ â âè-
äå:

q̈ + ω2(q + µqn) = 0,

ãäå ω2 =
2c1

3m
= 2k

l − l0
3ml

, µ =
c2

c1

=
l0

2l2(l − l0)
, n = 3.

Îòâåò: ω2 =
2c1

3ml
= 2k

l − l0
3m

, µ =
c2

c1

=
l0

2l2(l − l0)
, n = 3.

Çàäà÷à 2. Àëüïèíèñòêèé ñëó÷àé

Îáîçíà÷èì f = F/m. Ëàãðàíæèàí ñèñòåìû â ïîëÿðíûõ êîîð-
äèíàòàõ (r, ϕ).

L =
mṙ2

2
+
mr2ϕ̇2

2
+m(g sinϕ− f)r.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû:

r̈ =g sinϕ− f + rϕ̇2, (2)

ϕ̈ =
g

r
cosϕ− 2ṙϕ̇

r
. (3)
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Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

r0 = L, ṙ0 = ϕ0 = ϕ̇0 = 0.

Äàëåå èùåì ìèíèìàëüíóþ ñèëó, ïðè êîòîðîé ïðîèçîéä¼ò óäàð,
òî åñòü áóäåò äîñòèãíóò óãîë ϕ(t∗) = π − β. Ïðè ýòîì è áóäåò
ìèíèìàëåí óäàðíûé èìïóëüñ.

×èñëåííûé ðàñ÷¼ò äà¼ò çíà÷åíèå ñèëû F = 4,450 Í.
Îòâåò: F = 4,450 Í.

Çàäà÷à 3. Äâóìåðíûé ê¼ðëèíã

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äèñêà

v̇(t) = −F (k)

m
= −F(k), u̇(t) = −M(k)R

J
= −M(k),

ãäå J = mR2/2 � ìîìåíò èíåðöèè äèñêà, à u = ωR, èìååò ïåðâûé
èíòåãðàë:

lnu(t)−
∫

M(k)dk

F(k)− kM(k)
= const . (4)

Â ìîìåíò îñòàíîâêè äèñêà u(t) → 0 è lnu(t) ñòàíîâèòñÿ áåñ-
êîíå÷íûì. Â íàøåì ñëó÷àå êîíñòàíòà â ïðàâîé ÷àñòè (4) êîíå÷-
íà, ïîýòîìó áåñêîíå÷íîñòü lnu(t) ìîæåò êîìïåíñèðîâàòüñÿ òîëüêî
áåñêîíå÷íîñòüþ èíòåãðàëà â ëåâîé ÷àñòè (4), ïðè÷¼ì îäíîãî çíà-
êà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çíàìåíàòåëü ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â ìîìåíò îñòàíîâêè

F(k)− kM(k) = 0.

Ïîäñòàíîâêà â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå F(k) èM(k) èç óêàçàíèÿ
ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ:

k(k + 1)(4k2 − k − 1) = 0,

ó êîòîðîãî òîëüêî îäèí ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü k = 0,64
ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ â çàäà÷å.

Îòâåò: v/(ωR) = 0,64.
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Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà. Âïåðâûå ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà â 1981
ãîäó (Èøëèíñêèé À.Þ., Ñîêîëîâ Á.Í., ×åðíîóñüêî Ô.Ë. Î äâè-
æåíèè ïëîñêèõ òåë ïðè íàëè÷èè ñóõîãî òðåíèÿ // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ.
ÌÒÒ. 1981. � 4. Ñ. 17-28.) c íåñêîëüêî çàâûøåííûì ðåçóëüòàòîì
v/(ωR) = 0,71. Â äàëüíåéøåì ðåøåíèå ìíîãîêðàòíî ïðîâåðÿëîñü
è óòî÷íÿëîñü ìíîãèìè àâòîðàìè, â òîì ÷èñëå è àâòîðàìè äàííî-
ãî òåêñòà çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììíûõ ïàêåòîâ. Ñîâðå-
ìåííûé ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è âûãëÿäèò
v/(ωR) = 0,653.

Çàäà÷à 4. Âîë÷îê

Îðèåíòàöèÿ âîë÷êà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîð-
äèíàò çàäà¼òñÿ óãëàìè Ýéëåðà ψ, θ, ϕ. Ïðîåêöèè âåêòîðà óãëîâîé
ñêîðîñòè íà ãëàâíûå öåíòðàëüíûå îñè èíåðöèè îáîçíà÷åíû p, q
è r.

Òàê êàê âíåøíèå ñèëû íå ñîçäàþò ìîìåíòà îòíîñèòåëüíî îñè
ñèììåòðèè, ïðîåêöèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè âîë÷êà íà ýòó îñü ïîñòî-
ÿííà:

r = r0 = const . (5)

Òàê êàê âíåøíèå ñèëû íàïðàâëåíû âåðòèêàëüíî, ñîõðàíÿåòñÿ
òàêæå è ïðîåêöèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà íà âåðòèêàëü:

Kz = A sin2 θψ̇ + Cr0 cos θ = const . (6)

Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

T + Π =
1

2
mv2

G +
1

2
A(p2 + q2) +

1

2
Cr2 +mgl cos θ = const .

Çäåñü vG � ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ:

vG =
d

dt
(l cos θ) = −lθ̇ sin θ.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë ýíåðãèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

(A+ml2 sin2 θ)θ̇2 + A sin2 θψ̇2 + 2mgl cos θ = const . (7)
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Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âûïîëíÿåòñÿ:

ψ̇ = 0, θ̇ = 0, ϕ̇ = r0 (8)

Òîãäà èíòåãðàëû (6) è (7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

A sin2 θψ̇ = Cr0(cos θ0 − cos θ)

(A+ml2 sin2 θ)θ̇2 + A sin2 θψ̇2 = 2mgl(cos θ0 − cos θ)

Îòêóäà:

ψ̇ =
Cr0(cos θ0 − cos θ)

A sin2 θ
, (9)

A sin2 θ(A+ml2 sin2 θ)θ̇2 = f(θ), (10)

ãäå f(θ) = (cos θ0 − cos θ)
(
2Amgl sin2 θ − C2r2

0(cos θ0 − cos θ)
)
.

Òàê êàê f(θ) > 0, θ > θ0 çíà÷åíèå óãëà θ ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ
îò θ0 äî θ1, ãäå θ1 � áëèæàéøèé ê θ0 êîðåíü f(θ). Êàæäûé ðàç,
êîãäà θ(t) = θ0 ψ̇ îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òàêèì îáðàçîì, îòâåòîì
íà ïåðâûé âîïðîñ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ êîìáèíàöèÿ íà÷àëüíûõ
óñëîâèé ïîäîáíàÿ (8) ïðè ϕ̇0 6= 0.

Äëÿ ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ çàêîíîâ äâèæåíèÿ âîë÷êà θ(t)
è ψ(t) ïîñëåäîâàòåëüíî èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ (10) è (9).

Îòâåòîì íà âòîðîé âîïðîñ çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ñëåäó-
þùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

ψ0 = ϕ0 = 0, θ0 = π/8, ψ̇0 = θ̇0 = 0, ϕ̇0 = 4,2 ðàä/ñ.

Îòâåò: 1. ψ̇ = 0, θ̇ = 0, ϕ̇ = r0, 2. ϕ̇0 = 4,2 ðàä/ñ .

Çàäà÷à 5. Ñïóòíèê äâîéíîé çâåçäû

1. Ñèëà ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó çâ¼çäàìè F = GM2/(2R)2 = 1/4.
Ýòà ñèëà îáåñïå÷èâàåò âðàùåíèå çâ¼çä ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà R,
ñëåäîâàòåëüíî:

ω2R =
F

M
, îòêóäà ω =

1

2
.
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Âðàùåíèå çâ¼çä ïðîèñõîäèò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ñëåäîâàòåëüíî,
âåêòîð ~ω îáðàçóåò ñ îñÿìè x è y ëåâóþ òðîéêó. Ïåðèîä îáðàùåíèÿ
T = 4π.

Ïóñòü êîîðäèíàòû ñïóòíèêà ~r = (x, y), òîãäà îïðåäåëèì âåê-
òîðà:

~r1 = (x− 1, y) , ~r2 = (x+ 1, y) .

Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ ñïóòíèêà:

m~̈r = −GMm
~r1

r3
1

−GMm
~r2

r3
2

+mω2~r − 2m~ω × ~v.

Çàïèøåì òåïåðü ýòî óðàâíåíèå â ïðîåêöèè íà îñè:
ẍ = − x− 1

((x− 1)2 + y2)3/2
− x+ 1

((x+ 1)2 + y2)3/2
+
x

4
− ẏ,

ÿ = − y

((x− 1)2 + y2)3/2
− y

((x+ 1)2 + y2)3/2
+
y

4
+ ẋ.

2. Ôîðìàëèçóåì ïîíÿòèå çàìêíóòîñòè òðàåêòîðèè, ñóçèâ îïðå-
äåëåíèå ¾âîñüì¼ðêè¿: áóäåì ñ÷èòàòü òðàåêòîðèþ çàìêíóòîé, åñëè
ïðè âòîðîì ïåðåñå÷åíèè ñïóòíèêîì îñè y, êîîðäèíàòà ñïóòíèêà
y∗ = 0 è v∗y = 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñïóòíèê âåðí¼òñÿ â íà÷àëüíîå
ñîñòîÿíèå. Òåïåðü ÷èñëåííî èíòåãðèðóÿ ïîëó÷åííûå äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x0 = y0 = ẏ0 = 0, ẋ0 = v0

áóäåì ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå y∗. Ìîæíî ïîäîáðàòü v0, ïðè êîòîðîì
y∗ áóäåò äîñòàòî÷íî ìàë, è èñïîëüçîâàòü åãî â êà÷åñòâå íà÷àëüíî-
ãî çíà÷åíèÿ ïðè ïîèñêå íóëÿ ôóíêöèè y∗(v0). Íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ
v0, êîòîðûå îáíóëÿþò y

∗, áóäóò îáíóëÿòü è v∗y.
Ïðèâåä¼ì íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî èñêîìûõ òðàåêòîðèé ñ óêàçà-

íèåì çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè è ïåðèîäà. Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòü
ýòèõ òðàåêòîðèé ñèììåòðè÷íà íå òîëüêî îòíîñèòåëüíî îñè y, íî è
îòíîñèòåëüíî îñè x.
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v0 = 0,3262, T = 25,9169 v0 = 0,3494, T = 24,9315

v0 = 0,6030, T = 23,4945 v0 = 0,7298, T = 21,0143

v0 = 0,8390, T = 21,7309 v0 = 1,088, T = 19,9882

Ðèñ. 2: Èñêîìûå ¾âîñüì¼ðêè¿ ïðè ðàçëè÷íûõ v0.

Îòâåò: Íàïðèìåð, v0 = 0,6030.

Çàäà÷à 6. Î ïàäàþùèõ êàðàíäàøàõ

Ïóñòü ìàññà êàðàíäàøà m. Çàïèøåì ïîòåíöèàëüíóþ è êèíå-
òè÷åñêóþ ýíåðãèþ êàðàíäàøà ïðè åãî îòêëîíåíèè íà óãîë ϕ îò
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âåðòèêàëè.

T =
ml2

3

ϕ̇2

2
, Π =

mgl

2
cosϕ, T + Π = E = const ,

ãäå E � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû.
Âûðàçèâ ϕ̇ ïîëó÷èì:

ϕ̇ =
dϕ

dt
=

√
6T

ml2
, îòêóäà dt = dϕ

√
ml2

6T
.

Äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìîæíî çàïèñàòü

T = E − Π = Π0 − Π =
mgl

2
(cosϕ0 − cosϕ).

Îêîí÷àòåëüíî, íàéä¼ì:

t =

t∫
0

dt =

π/2∫
ϕ0

√
ml2

3mgl(cosϕ0 − cosϕ)
dϕ =

√
l

3g

π/2∫
ϕ0

dϕ√
cosϕ0 − cosϕ

.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èçáàâèëèñü îò ðàçìåðíîñòåé è ïåðåøëè ê
âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëà. Â ýòîì èíòåãðàëå öåëåñîîáðàçíî ñäåëàòü
çàìåíó θ = (π − ϕ)/2. Òàêèì îáðàçîì,

t =

√
l

3g

(π−ϕ0)/2∫
π/4

2dθ√
cosϕ0 + 1− 2 sin2 θ

=

=

√
l

3g

2√
cosϕ0 + 1

(π−ϕ0)/2∫
π/4

dθ√
1−m sin2 θ

,

ãäå m = 2/(cosϕ0 + 1) = cos−2(ϕ0/2).
Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì,

τ =
1

cos(ϕ0/2)

[
F
(π

2
− ϕ0

2
, m
)
− F

(π
4
, m
) ]
,
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ãäå F (ϕ, m) =

ϕ∫
0

dθ√
1−m sin2 θ

� íåïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòå-

ãðàë ïåðâîãî ðîäà, à τ = t

√
3g

2l
= 365 · 24 · 60 · 60 ·

√
3 · 10

2 · 0,15
=

315 360 000.
Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî, ÷òîáû êàðàíäàø ïàäàë öåëûé ãîä,

íà÷àëüíûé óãîë äîëæåí áûòü ïðåäåëüíî ìàë. Ñëåäîâàòåëüíî,
ϕ0 → 0, à m→ 1. Çíà÷åíèå cos(ϕ0/2)→ 1, à F (π/4, m)→ const ≈
0,88� τ . Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:

τ = F
(π

2
− ϕ0

2
, m
)

= Re K(m),

ãäå K(m) � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà.
À äëÿ ôóíêöèè K(1 + ε) ìîæíî íàïèñàòü ðàçëîæåíèå ïî ε

âáëèçè íóëÿ:

K(1 + ε) = −iπ
⌊
−Arg ε

2π

⌋(
1− ε

4
+

9

64
ε2 + . . .

)
+

+
1

2

(
− iπ + 4 ln 2− ln ε

)
+
ε

8

(
2 + iπ − 4 ln 2 + ln ε

)
+ . . .

Êîãäà ε äåéñòâèòåëüíî, âåùåñòâåííûé ÷ëåí íóëåâîãî ïîðÿäêà
ðàâåí:

Re K(1 + ε) ≈ 2 ln 2− ln ε

2
≈ − ln ε

2
.

Ïîñêîëüêó m = 1 + ε = cos−2(ϕ0/2) ≈ 1 + (ϕ0/2)2, ε = ϕ2
0/4,

îòêóäà íàõîäèì
τ = Re K(m) ≈ − lnϕ0.

Îêîí÷àòåëüíî ϕ0 = e−τ . Åñëè âñïîìíèòü âñå ïîïðàâêè, ïîëó-
÷èì:

ϕ0 = exp
(
−τ − F

(π
4
,1
)

+ 3 ln 2
)

=

= 8 exp
(
−F

(π
4
,1
))
· 10−315 360 000/ ln 10 = 3,313 · 10−136 959 107,813 =

= 3,313 · 100,187 · 10−136 959 108 = 5,10 · 10−136 959 108.
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Ïîñëå ÷åãî íå ñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîïðàâêà ïåðâîé ñòåïåíè
â ðàçëîæåíèè τ ðàâíà ïî ïîðÿäêó ϕ2

0 lnϕ0 � 1 è íå ìîæåò íèêàê
ïîâëèÿòü íà çíà÷àùèå öèôðû îòâåòà.

Îòâåò: ϕ = 5,10 · 10−136 959 108.

Îòâåò e−τ îòëè÷àåòñÿ îò èñòèííîãî ïðèìåðíî â 3 ðàçà. Ïðà-
âèëüíûìè îòâåòàìè ó÷àñòíèêîâ ñ÷èòàëèñü îòâåòû, îòëè÷àþùèåñÿ
îò èñòèííîãî íå áîëåå, ÷åì â 10 ðàç. Åñëè îòâåòû îòëè÷àëèñü áî-
ëåå ÷åì â 10 ðàç íî íå áîëåå ÷åì â 101000 ðàç, òî êîëè÷åñòâî áàëëîâ
çà îòâåò óìåíüøàëîñü âäâîå.

Ïðèìå÷àíèå. Ïðèâåä¼ííûå âûøå ôîðìóëû è ñâîéñòâà ýëëèï-
òè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ íå îáÿçàòåëüíî çíàòü ïðè ðåøåíèè çàäà-
÷è. Ñîâðåìåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ïàêåòû ñèìâîëüíûõ âû÷èñëå-
íèé ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü âñå ýòè âûðàæåíèÿ. Òàêæå çàäà÷ó ìîæíî
ðåøèòü ïðîùå, õîòü è ìåíåå ñòðîãî: ìîæíî óâèäåòü ëîãàðèôìè-
÷åñêóþ çàâèñèìîñòü t(ϕ0) ïî íåñêîëüêèì òî÷êàì, êîòîðûå ìîæíî
ïîñ÷èòàòü ÷èñëåííî, è ýêñòðàïîëèðîâàòü ýòó çàâèñèìîñòü íà çà-
äàííîå t. Íî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â äàííîì ñïîñîáå, ÷òîáû äî-
ñòè÷ü íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè, âûáèðàòü ϕ0 äåéñòâèòåëüíî ìàëûìè
(ìåíüøå 10−5) è ïðîâîäèòü èíòåãðèðîâàíèå ñ î÷åíü âûñîêîé òî÷-
íîñòüþ (íóæíî, ÷òîáû àáñîëþòíàÿ îøèáêà èíòåãðèðîâàíèÿ ñî-
ñòàâëÿëà íå áîëåå, ÷åì 10−10).

Çàäà÷à 7. Âðåìÿ ðàçáðàñûâàòü êàìíè

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò âñåãî òðè íåçàâèñèìûå áåçðàçìåð-
íûå êîìáèíàöèè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è:

m

M

√
l

g
,

gl

v2
è

m

vρl2
.

Ïóñòü âåëè÷èíå ñ ðàçìåðíîñòüþ T pLqM r ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð
ðàçìåðíîñòè (p, q, r). Ïðîèçâåäåíèå âåëè÷èí áóäåò ñîîòâåòñòâî-
âàòü ñëîæåíèþ âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòè. Îïðåäåëèì âåêòîðà ðàç-
ìåðíîñòè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è:

M → (0, 0, 1), m→ (−1, 0, 1),

l→ (0, 1, 0), v → (−1, 1, 0),

ρ→ (0, −3, 1), g → (−2, 1, 0).
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Íóæíî íàéòè âñå òàêèå ðåøåíèÿ ~α, ÷òîáû 0 −1 0 −1 0 −2
0 0 1 1 −3 1
1 1 0 0 1 0

 ~α = 0.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé ýòîé ñè-
ñòåìû áóäåò 

−1 0 0
1 0 1

1/2 1 −2
0 −2 −1

−1/2 1 0
0 0 −1


Îòñþäà è ñëåäóåò áàçèñíîñòü òð¼õ íàéäåííûõ áåçðàçìåðíûõ êîì-
áèíàöèé.

Ïàðàìåòðû ñèñòåìû íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, òàê êàê M
íå ïðîèçâîëüíàÿ ìàññà, à ìàññà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåêîòîðîìó ñî-
îòíîøåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòðû ñâÿçàíû:

Ψ

(
m

M

√
l

g
,
gl

v2
,
m

vρl2

)
= 0. (11)

Ýòî ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå Π-òåîðåìû Áàêèíãåìà, îñíîâíîé òåî-
ðåìû ðàçìåðíîãî àíàëèçà.

Èç ñìûñëà çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå M îïðåäåëåíî è åäèí-
ñòâåííî. À çíà÷èò, åãî ìîæíî âûðàçèòü èç (11):

M = m

√
l

g
ψ

(
gl

v2
,
m

vρl2

)
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 8. Âñïîìíèòü âñ¼

Îáîçíà÷èì n = 5,m = 3. Åñëè {x, y} � ðåøåíèå (1), òî ïðè t ∈
[0, T ] Bx(t) = 0. Ïîýòîìó óñëîâèå

Bx0 = 0
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ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ. Íèæå ìû ïî-
êàæåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì
îòîæäåñòâëÿòü ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ è èõ ìàòðèöû â ñòàíäàðò-
íîì áàçèñå.

Ïî óñëîâèþ rgB 6 m < n, òàê ÷òî kerB 6= {0}, ò.å. ìíîæå-
ñòâî çíà÷åíèé x0, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ðàçðåøèìîñòè (1), ñîñòîèò íå òîëüêî èç íóëåâîãî âåêòîðà.

Ââåä¼ì â Rn (è â Rm) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñòàíäàðòíûì îá-
ðàçîì. Òîãäà ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Bτ áóäåò ñîïðÿæ¼ííûì ê ëè-
íåéíîìó îòîáðàæåíèþ B.

Ïî òåîðåìå Ôðåäãîëüìà Rn = kerB ⊕ ImBτ , ïðè÷¼ì ïîäïðî-
ñòðàíñòâà kerB è ImBτ îðòîãîíàëüíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P îðòî-
ãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî ImBτ . Ïóñòü E � åäè-
íè÷íàÿ ìàòðèöà n× n.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî {x, y} ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (1) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

x′ = (E − P )Ax,

x(0) = x0,

Bτy = PAx.

Ìû ïîëó÷èëè çàäà÷ó Êîøè äëÿ x, êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî, èìå-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(t). Ïî îïðåäåëåíèþ P ïðàâàÿ ÷àñòü
ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ åñòü ýëåìåíò ImBτ , îòêóäà âûòåêàåò ñóùå-
ñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ y(t). Èòàê, óñëîâèå Bx0 = 0
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1).

×òîáû ðåøèòü çàäà÷ó (1) ÷èñëåííî, íóæíî íàéòè ìàòðèöó P .
Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî P = GGτ , ãäå ñòîëáöû ìàòðèöû G ïîëó÷à-
þòñÿ èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû Bτ îðòîãîíàëèçàöèåé (è íîðìèðîâêîé)
ïî ìåòîäó Ãðàìà�Øìèäòà.

Ïðè x0 = (−7, −4, 10, 3, 0)τ èìååì Bx0 = 0, òàê ÷òî ðåøåíèå
çàäà÷è (1) ñóùåñòâóåò.

Îòâåò:

t 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
‖x(t)‖2 13,1909 10,7311 8,84513 7,35106 6,13947
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0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
5,14184 4,31267 3,61981 3,03913 2,55174 2,14238

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

4

6

8

10

12

Ðèñ. 3: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè r(t) = ‖x(t)‖2 îò t.

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ äîñòàòî÷íî

íàéòè òîëüêî ôóíêöèþ x(t). Äëÿ ýêîíîìèè âðåìåíè, ôóíêöèþ
y(t) ìîæíî íå èñêàòü (ñì. ïðèâåä¼ííîå âûøå ðåøåíèå).

Òåì íå ìåíåå, ôóíêöèþ y(t) íàéòè òàêæå âîçìîæíî. Îòìåòèì,
÷òî åñëè rgB < m, òî kerBτ 6= {0}. Ïîýòîìó åñëè (1) èìååò ðåøå-
íèå {x,y}, òî {x,y+y0}, ãäå y0(t) ∈ kerBτ , t ∈ [0, T ], òàêæå áóäåò
ðåøåíèåì (1). Èòàê, ïðè rgB < m ðåøåíèå (1), åñëè îíî ñóùå-
ñòâóåò, íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ y(t)
â îáùåì ñëó÷àå ñíà÷àëà íóæíî ïðîâåñòè ôàêòîðèçàöèþ. Ïî òåî-
ðåìå Ôðåäãîëüìà

Rm = kerBτ ⊕ ImB.

Òîãäà, åñëè óñòàíîâèòü äîïîëíèòåëüíîå òðåáîâàíèå y(t) ∈ ImB
ïðè t ∈ [0, T ], òî ôóíêöèÿ y áóäåò îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãðàìà�Øìèäòà ïðåäñòàâèì B â âèäå B =
QR, ãäå Q � ìàòðèöà m × s, ñòîëáöû êîòîðîé îáðàçóþò ÎÍÁ â
ImB, R � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà s× n, rgR = s.

y(t) ∈ ImB òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà y = Qu, u(t) ∈ Rs,
t ∈ [0,T ]. Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå âûðàæåíèå äëÿ y â óðàâíåíèå äëÿ
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y, ïîëó÷èì:
RτQτQu = PAx,

Rτu = PAx,

RRτu = RPAx.

Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåííîå ðå-
øåíèå, ò.ê. RRτ � íåâûðîæäåííàÿ (ò.ê. rgR = s) êâàäðàòíàÿ ìàò-
ðèöà s× s, ò.å.

y = Q(RRτ )−1RPA.

(Äëÿ P ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííîå âûøå ïðåäñòàâëåíèå P =
GGτ .)

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà, ïîäîáíàÿ (1), âîçíèêàåò
ïðè ðåøåíèè ìåòîäîì Ãàë¼ðêèíà íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
óðàâíåíèé Ñòîêñà, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà (òàê íàçûâàåìûå �ïîë-
çóùèå òå÷åíèÿ�):

divu = 0, ((x,y,z,t) ∈ Ω× (0,T ))

ut +∇p = ∆u, ((x,y,z,t) ∈ Ω× (0,T ))

u|t=0 = u0, u|∂Ω = 0.

(Çäåñü u = u(x,y,z,t) � ïîëå ñêîðîñòè æèäêîñòè, p = p(x,y,z,t) �
ïîëå äàâëåíèÿ, Ω ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, T > 0.)
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